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Vorwort:

Wiéhrend meines Studiums habe ich mich hauptséchlich in der Richtung
Analysis vertieft. Dabei mufite ich feststellen, dafl nur fiir eine sehr be-
schrinkte Klasse von Differentialgleichungen, egal ob gewdhnlich oder par-
tielle, expliziete Losungen existieren. Mochte man fiir die anderen iregend-
welche Aussagen iiber die Losung(en) machen, so ist man auf numerische
Naherungen angewiesen. Fiir einen Mathematiker sind aber Néherungsaus-
sagen, ohne den Beweis der Existenz oder Aussagen iiber die Entfernung
zur exakten Losung sehr unbefriedigend, da bei vorhandensein einer nume-
rischen Losung, selbst mit sehr kleinem Defekt, keinesfalls sicher ist, dafl
eine exakte Losung existiert und wie weit diese Ndherungslésung von einer
eventuell existierenden exakten Losung abweicht. Grofile Probleme hat man
auch, wenn man bei einer Differentialgleichung zwei numerische Lésungen
erhélt, die sehr nah beieinander liegen und man nun wissen mochte, ob
tatséichlich zwei verschiedene Losungen vorliegen oder ob die Numerik fiir
die leicht verschiedenen Losungen verantwortlich ist. All diese Fragestel-
lungen fithrten dazu, daf ich mir eine Vorlesung iiber Computerunterstiitze
Methoden bei Randwertproblemen bei Herrn Prof. M. Plum anhérte, in
der er eben gerade auf die Frage nach dem Beweis der Existenz einer exak-
ten Losung in einer angebbaren Umgebung einer Ndherungslosung fiir eine
grofle Klasse von Differentialgleichungen einging. Ich war begeistert von den
Moglichkeiten und sehr daran interessiert noch mehr zu erfahren und das
Gelernte auch einmal praktisch umzusetzen.

Das Resultat dieser Neugierde ist die hier vorliegende Diplomarbeit, in der
ich die Methoden zum Beweis der Existenz und Einschlieungen von Losun-
gen bei gewohnlichen Differentialgleichungen, die M. Plum schon ausgear-
beitet hatte, auf Systeme von periodischen Randwertproblemen iibertragen
konnte (siehe Kapitel ). Um die Moglichkeiten der Methoden zu demon-
strieren wurden sie auf ein einfaches Modell fiir eine Héngebriicke angewandt
(fiir Ergebnisse siche Kapitel B3]).

Unabhéingig davon war ich fasziniert davon physikalische Objekte und ihre
Bewegung mit Hilfe von unterschiedlichen Modellen zu beschreiben und de-
ren unterschiedliches Verhalten zu analysieren. Da ich der Ansicht bin daf3
man sich als Mathematiker nicht scheuen sollte den Blick iiber den Tel-
lerrand in Richtung Ingeneurwissenschaften zu wagen, sind in dieser Di-
plomarbeit in Kapitel @] auch einige dieser einfachen H#ngebriickemodelle
vorgestellt.

Am Ende dieses Vorwortes bleibt mir nun nur noch die schone Aufgabe all
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jenen zu danken, die es iiberhaupt erst ermdoglicht haben, daf§ diese Diplom-
arbeit entstehen konnte. An erster Stelle sind wohl meine Eltern zu nennen,
die mich in jeglicher Form bei meiner Arbeit unterstiitzt haben. Aber auch
meine ehemaligen Lehrer, die mein mathematisches Interesse erst geweckt
haben sind zu nennen. Dann gebiihrt natiirlich besonderer Dank meinem
Betreuer Herrn Plum. Wie heifit es im Englischen so treffend “last but
not least” schulde ich auch all jenen Dank, die meine Diplomarbeit Korek-
tur gelesen haben und damit hoffentlich zu einer besseren Rechtschreibung
beigetragen haben.
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Kapitel 1

Gesicherte Existenz- und
EinschlieBungsergebnisse fiir
periodische Systeme von
Randwertproblemen:

1.1 Einleitung:

Ziel dieses Abschnitts wird es sein ausgehend von dem in [I] und [3] vor-
gestellten Algorithmus eine Verallgemeinerug, fiir nichtlineare periodische
Systeme von Randwertaufgaben der Form

~U+B-U+F(t,U)=0 ogtgkif (1.1a)

mit den Randbedingungen
) =0 (1.1b)
U©0)-Uk2) = 0 (1.1c)
mit U : [0,k%7] — R", B : [0,k%T] — R™" stetig differenzierbar und
F :R"! — R” stetig differenzierbar (wobei B und F als bekannt vorausge-

setzt seine) vorzustellen, mit deren Hilfe man die Existenz einer Cy-Losung
beweisen kann und eine gesicherte Einschliefung fiir diese erhalten kann.

Existiert eine Losung der Differentialgleichung, so ist die einzige Voraus-
setzung fiir die Durchfiithrbarkeit des Algorithmus, daffl man eine Néhe-
rungslosung

weR = {u € H3(0,k25) : u(0) — u(k2r) = 0 und @(0) — (k) = o}
finden kann, die den beiden folgenden Bedingungen geniigt:
1. Definiert man den Defekt durch

dlw] ==~ + B+ F(.,w)



2w
und die Ly-Norm durch ||ulls := \/fokT u? + - +udt, so ist die
erste zu erfiilllende Bedingung, dal die Lo-Norm des Defektes hinrei-
chend klein ist, mit anderen Worten, dafl die Ndherungslosung die
Differentialgleichung hinreichend genau erfiillt. (Was mit den Worten
hinreichend klein gemeint ist, wird bei der detailierten Vorstellung des
Algorithmus noch klar spezifiziert).

2. Die zweite Bedingung ist, dal eine untere Grenze fiir den Abstand
zwischen 0 und dem Spektrum des linearen Operators L*L : R —
L3(0, k%) am Punkt w, den man aus der Linearisierung des gegebe-
nen Problems erhilt, berechenbar sein mu. (Auch dies findet man
formalisiert und néher beschrieben bei der Ausfithrung des Algorith-
mus).

Das erste Problem, das sich aus diesen zwei Bedingungen ergibt, ist daher
natiirlich zuallererst die Bestimmung einer Néherungslosung w mit hinrei-
chender Genauigkeit. Hat man diese nun bestimmt, so ergibt sich sogleich
das Problem, eine gesicherte obere Schranke fiir ||d|w]||2 und eine gesicherte
untere Schranke fiir den Abstand zwischen 0 und dem Spektrum von L*L
zu bestimmen. Das Interessante an dem Algorithmus, der im néchsten Ab-
schnitt vorgestellt wird, ist die Moglichkeit, diese drei Unterprobleme vollig
unabhéngig voneinander mit jedem Verfahren, das zur Losung des jeweiligen
Teilproblems fiihrt, ausfithren zu kénnen.

Zur Bestimmung der Ndherungslosung w kann es je nach Problem sinnvoll
sein, ein Runge-Kutta-Verfahren oder aber ein Newtonverfahren zu benut-
zen. Fiir die Anwendung des Algorithmus macht es keinen Unterschied, auf
welche Weise die Naherung gewonnnen wurde. Was ebenfalls das Spektrum
der verwendbaren Ndherungsalgorithmen erweitert, ist die Moglichkeit, die
N&herungslosung mit der ganz normalen Zahlenarithmetik des Computers
zu bestimmen, ohne auf Rundungsfehler achten zu miissen. Erst bei der
Berechnung von Schranken fiir den Defekt [|d[w]||2 und des linearen Ope-
rators L*L wird es dann notwendig, auf Intervallarithmetik, die z.B. Pro-
grammiersprachen wie Pascal XSC oder Programmbibliotheken wie Profil
zur Verfiigung stellen, zuriickzugreifen. Das einzige, worauf man bei der Be-
stimmung der Naherungslosung achten muf, ist das Vorliegen der Naherung
in einer Form, die geeignet ist, Intervallrechnungen durchfithren zu kénnen.
(Ein Reihe von Punkten etwa diirfte nur schwer verwendbar sein, wohinge-
gen eine Darstellung der Losung als Fourierreihe leicht zu EinschlieSungen
fithren diirfte).

Es ist noch wichtig zu bemerken, dafl das gesamte Vorgehen keine
Monotonie- oder Inverspositivitdtsannahmen benétigt und daher einen wei-
ten Anwendungsbereich ermdoglicht.

1.2 Das Algorithmengeriist:

In diesem Abschnitt wird ein Geriist vorgegeben, das den Algorithmus zur
gesicherten Existenz- und EinschlieSung fiir periodische Systeme von Rand-



wertproblemen zwar vollstindig, aber auf eine kurze und priagnante Art
und Weise, beschreibt. Dieser Abschnitt ist eher als Ubersicht, denn als
vollstandiger Algorithmus zu begreifen. Zu jedem der folgenden Punkte
gibt es dann im néichsten Abschnitt eine ausfiihrliche Beschreibung. Im
libertragenen Sinne kénnte man davon sprechen, dafl in diesem Abschnitt
das Skelett beschrieben wird, im n#chsten Abschnitt dann das Fleisch, das
der ganzen Sache Leben gibt.

Der Algorithmus kann in die folgenden Schritte gegliedert werden:

1. Berechne eine Naherungslésung

wefhz{ueHﬁQk%)mmn—uw%):Ommumy—mk%y:o
(1.2)

}

des Randwertproblems (L.T]).

2. Berechne eine Konstante 6 > 0, fiir die mit der berechneten Néahe-
rungslosung w gilt

ldw]ll2 == || =&+ B &+ F(,w)l}2 < 6. (1.3)

3. Berechne eine Konstante o mit

0<o <\ VA Eigenwert von L*L auf R.

4. Berechne eine Konstante K > 0 mit
lulloe < K|[L[ulls Vu€ R, (1.4)
wobei mit L : R — L(0, k%’r) der lineare Operator
Lu):=—-i+B-u+C-u (1.5)

bezeichnet sei, den man erhélt, wenn man das Randwerpro-
blem (LI linearisiert.  C' ist somit definiert durch C(t) :=

(gﬁ (t,w(t))) . 0<t< k%r) (Insbesondere verlangt (L),

J=1,..., n

,,,,,

daf der lineare Operator L auf R invertierbar ist).

5. Berechne eine nichtfallende Funktion G : [0,00) — [0,00), die der
Bedingung

IF(w+y) = F(w) = Coyll2 <G(llylle)  (vy €R™) (1.6)

geniigt und fiir die ebenfalls G(t) = o(t) fir ¢ — 0 gilt.
6. Priife, ob eine Konstante o gefunden werden kann, die der Bedingung
5 < % ~ G(a) (1.7)

geniigt. Nach der Forderung an die Funktion G in (6] erfordert (7))
nun in der Tat, dafl § hinreichend klein ist mit anderen Worten, daf3
die Ndherungslosung w hinreichend genau bestimmt wurde.



Theorem:

Wenn (7)) erfiillt ist, so existiert eine Losung U € C§ [0,1{:27”] des Rand-
wertproblems (1)), die der folgenden Abschitzung (EinschlieBung) geniigt:

IU — vl < o

Beweis: Durch einfaches Umformen erhilt man die Aquivalenz des Problems
([LJ)) mit den Randbedingungen zu einem System von Randwertaufgaben fiir
den Fehler u := U — w € R (d.h. fiir das Randwertproblem fiir U existiert
genau dann eine Losung, wenn eine Losung des Randwertproblems fiir u
existiert).

~U+B-U+F(,U) = 0
(@) + B (i+d) + Floutw) = 0

—i+ B+ F(,w+u)
—i+B-4+C-u+F(,w+u)—F(,w)—C-u = &—B-w—F(,w)
Liul + f(.,u) = —dw] (1.8)

= O-B-w

In Differerentialgleichung (L), der Differentialgleichung fiir den Fehler w,
seien f(.,u) == F(,w+u) — F(,w)—C-u,dw] := -+ B-w+ F(.,w)

und C := (gfj;(,w)) _

_ gesetzt. Wegen der Aquivalenz von (II) und
j=1,...,n

der Differentialgleichung (L8) mit den Randbedingugeniigt u(0) = u(k%”)
und 4(0) = u(k;%) geniigt es also zu zeigen, dafl die Differentialgleichung
eine Losung u € R besitzt, die die Abschétzung ||u||s < o erfiillt.

Nach (L) gilt: Der inverse Operator L~ : L3(0, k‘%r) — R C Hg(O,k:%r)
existiert und ist stetig. Da die Einbettung HS(O,k%”) — CﬂO,k%’T] nach
dem Einbettungssatz von Sobolev, Kondrachov und Rellich kompakt ist, gilt
auch fiir den Operator 1" : CT'[0, k%ﬂ] — CT[0, k%ﬂ], definiert durch

Tu:= —L7dw] + f(.,u)],

daf} er stetig und kompakt ist.

Die Behauptung folgt nun nach dem Schauderschen Fixpunktsatz, der be-
sagt, dafl es mindestens einen Fixpunkt T'u = u in D gibt, wenn man zeigen
kann, daf3

TD CD

gilt, fir D := {u € 4]0, 27“] |ul|oo < @}. Sei nun also u € D

D
= [|Tulls < K[L[T[u]]]2
= K|dw]+ (w2

A—Ungl

< K(||dw]|| +[[f(., u)l[2)
@3 @8

= K6+ G([[ullo0))
NZON K (5 1 Gla)



(%)
<

= TDCD. U

Bemerkung:

Fiir denjenigen, der mit der Sobolevtheorie nicht so vertraut ist, ist im
Abschnitt A31] “Sobolev Rédume” eine kurze Definition der Réume H,,(12)
und der Einbettungssatz von Sobolev, Kondrachov und Rellich gegeben.

1.3 Die Ausfiillung des Algorithmengeriists:

1.3.1 Zu Punkt [I} Bestimmung der Niherungslosung w:

Wie schon zuvor erwédhnt, kann man die Bestimmung der Néherungslosung
w mit jedem beliebigen Algorithmus durchfiihren, der das Ergebnis in einer
Form liefert, die man dann bei der benttigten Intervallrechnung verwenden
kann. Hier soll ein Algorithmus vorgestellt werden, der zwei Schritte kom-
biniert, um die N#herungslosung zu erhalten. Im ersten Schritt wird mit
einem Runge-Kutta-Verfahren eine grobe Ndherungslosung bestimmt, die
dann im zweiten Schritt durch einen Newtonalgorithmus verbessert wird,
dem die Ndaherung aus dem ersten Schritt als Startndherung dient.

Bestimmung der groben Startnidherung fiir das Newtonverfahren
mittels des Runge-Kutta-Verfahrens:

Hat man die Differentialgleichung in der Form
i=F(t2),

so liefert das Runge-Kutta-Verfahren, ausgehend von einem Anfangswert
(to, 2°), Niherungswerte fiir die Zeitpunkte t;41 = t; + h (i = 0,...) (mit
h:= 3—;) durch das folgende Vorgehen fiir : = 0, . ..

ki = F(t;,y")

kg := F(t; + h/2,1/2hk;)
k3 := F(t; + h/2,1/2hk,)
kq := F(t; + h, hk3)

Zli= 2t h(k1 + 2ky + 2k3 + ky).

Bemerkungen:
e Das Differentialgleichungssystem
~U+B-U+F(t,U)=0

hat eine Form, die dem Runge-Kutta-Verfahren leider nicht direkt
zugédnglich ist, da es verlangt, dafl die Differentialgleichung in der Form



Z = F(t, z) geschrieben werden kann. Durch Aufblihen des Differen-
tialgleichungssystems kann man diese Form aber dennoch erreichen,

konkret heifit dies, setzt man z; := U, fir i = 1,...,n und z,4; := %;
fir ¢ = 1,...,n, so erhdlt man das dquivalente Differentialgleichungs-
system
,é,;:an i=1,...,n
n
z':n+,~:—meznﬂ—F(t,zl,...,zn) izl,...,n,
j=1

das die verlangte Form aufweist.

Das Runge-Kutta-Verfahren ist eigentlich zur Loésung von Anfangs-
wertaufgaben gedacht und nicht zur Losung periodischer Randwert-
probleme, wie sie hier eigentlich gelost werden sollen (siehe (LI)).
Dennoch liefert das Verfahren meist gute Losungen. Das Vorgehen
besteht darin, mit irgendeinem Anfangswert das Iterationsverfahren
anlaufen zu lassen und dann zu hoffen, dafl dieser Anfangswert irgend-
wann in einen periodischen Zyklus hineinlduft. In meinem Modellpro-
blem (siehe Kapitel 2l) zum Beispiel habe ich das Iterationsverfahren
iiber die Zeit von 2000 Perioden der anregenden Kraft laufen lassen
und dann meist ein periodische Ndherungslosung vorgefunden. Die-
ses Vorgehen ist natiirlich reine Heuristik und man kann nicht dafiir
garantieren, dafl man auf diesem Weg zu Losungen kommt. Instabile
Losungen koénnen mit diesem Verfahren leider auch nicht gefunden
werden, denn schon die kleinsten durch arithmetische Rundungen ver-
ursachten Fehler wiirden zum Verlassen dieses Losungszweiges fithren.
Wenn man aber Parameterstudien betreibt, so ist dieses Verfahren
recht gut geeignet aus bereits berechneten Losungen weitere Losun-
gen fiir andere Parameter zu gewinnen. Variiert man den Parameter
nur leicht, so &ndert sich der Funktionswert der periodischen Losung
zum Zeitpunkt ¢ = 0 meist nur sehr wenig (falls stetige Abhéngigkeit
von den Parametern vorliegt). Man kann also den Funktionswert einer
bereits berechneten periodischen Losung zum Zeitpunkt ¢ = 0 als gu-
ten Anfangswert fiir das Runge-Kutta-Verfahren mit einem nur leicht
variierten Parameter verwenden.

Das Runge-Kutta Verfahren liefert nur eine Folge von Punkten. Wie

1488t sich nun mit diesen feststellen, ob eine periodische Losung vor-

liegt? Hat die Anregung wie beim Modellbeispiel (siehe Kapitel 2) z.B.

eine Periode 2* und méchte man nach 2000 Periodendurchgingen der

Anregung feststellen, ob man eine periodische Naherungslosung ge-

funden hat, so kann man n' := 2™ ~ z|,_ 2= (i = 1,...) setzen und
H

nun priifen, ob die euklidische Norm \/ D i (2090 — nj2-000+k)2 fiir ein

k > 1 € N kleiner als eine vorgegebene Schranke ¢ wird. Das Pro-
blem dabei ist eine verniinftige Wahl fiir € zu treffen. Wéhlt man die



Schranke ¢, ab der Periodizitéit vorliegen soll, zu klein, so wird durch
den Fehler, den das Runge-Kutta-Verfahren verursacht, nie eine Pe-
riodizitat festgestellt. Wird hingegen die Schranke zu grofl gewahlt,
so bescheinigt das Verfahren einer Losung, bei der einfach nur die
Niherungsfunktionswert fiir den Zeitpunkt 7?°°° und einen spéteren
Zeitpunkt n?9%0+% nahe beieinander liegen, Periodizitét, obwohl keine
solche vorliegt. Der gesamte EinschlieBungsalgorithmus kann dann
natiirlich nicht funktionieren, da ja keine periodische Lésung vorliegt.

e Das Runge-Kutta-Verfahren hat als Ausgabe nur eine Menge von
N&herungspunkten fiir die gesuchte Funktion U. Fiir den folgenden
Newtonalgorithmus und auch fiir die Intervallarithmetik mufl man die
Naherung aber in einer diesen zugénglichen Darstellung bereitstellen.
Hat die gefundene Néherungslosung eine Periode von k‘%, so ist es
geschickt die Ndherungsfunktion w darzustellen als

anz

= ai®i(t)
=1

wobei die Funktionen ®;(¢) : R — R"™ die Periode k,‘%T besitzen und
orthonormal beziiglich des Lo-Innenprodukts sein sollen und die a;
Konstanten seien. Die Konstanten a; erhilt man dadurch, dafl die
Bestapproximation einer Funktion in den Raum, der durch die Funk-
tionen ®; (i = 1, ..., anz) aufgespannt wird, durch die orthogonale
Projektion gegeben ist (fiir nihere Erlduterung dieses Sachverhaltes
siche .32 “Die Fourierentwicklung im Hilbertraum”). Somit ergibt
sich fur dle Konstanten a;:

a; =< w,®; >o
k27‘r

= / " te, dt
0
km—
~h %Zzooomq, Z 2 2000mtjg (h) + 3 1,(2000+k)m g, (k27r)
km—1
- h %(I)i(o)(z2000m+Z(2000+k)m)+ Z Z2000m+jq)i(jh)
j=1

e Die Approximation w aus dem Runge-Kutta-Verfahren kann schon gut
genug sein, um damit direkt zu Punkt 2] iiberzugehen. Ist dies nicht
der Fall, so verwendet man wqg := w als Startnédherung fiir den zweiten
Schritt: das Newtonverfahren.

Die Verbesserung der Startniherung mittels des Newtonverfah-
rens

In diesem Abschnitt werden zwei Methoden zur Verbesserung der N#he-
rungslosung, ausgehend von der Startndherung wg vorgestellt, die beide auf



einem Newtonverfahren basieren. Methode 1 beruht geometrisch gesehen
auf der Linearisierung des Operators Tu := —i + Bu + F(t,u), wohingegen
Methode 2 auf der Minimierung von d(w) beruht.

Methode 1: Setzt man
T(u) :==—i+ B -4+ F(t,u),

so kann man die Bestimmung der Lésung des periodischen Randwertpro-
blems (L)) auch als Tu = 0 in R schreiben. Das Newtonverfahren fiir die
Losung dieser Operatorengleichung lautet dann

T(wn) +T (wn) - [wnp1 —wn] =0 1 =0,1,2,...

dlwn] =:p

wobei T” die Frchetableitung des Operators T' bezeichnet. Anders geschrie-
ben ergibt sich also das iterative Verfahren

T (wpn) - vn = —dwy]

n=0,1,2,...
Wntl = Wn+Un T

Dabei kann man als Startniherung wq jenes wy verwenden, das man aus dem
Runge-Kutta-Verfahren gewonnnen hat. Setzt man den den Term fiir die
Frchetableitung ein, erhélt man

~Un+ B+ on + (gf; (L‘,wn)> =10 Un = _d[wn] n=0,12
i=1,..., n S Rt b I
Wn+l = Wp+ Uy

Verwendet man nun den schon im Runge-Kutta-Verfahren gemachten An-
satz vp = > p a,(f")@k (die Bedingungen an die ®;, waren, wie schon bei
der Beschreibung des Runge-Kutta-Verfahrens erwéhnt, dafl sie jeweils die
Randbedingungen erfiillen, also k% periodisch und in Intervallarithmetik

auswertbar sind), so erhélt man:

anz ) . . Fz
z:a/,(C W &)+ B by + (a(t7wn)> 1O | = —dwn]  (1.9)
8uj i=1,...,n
k=1 j=1,..., n
anz
o = S ) a0
k=1

(C9) ist ein System von n Gleichungen fiir die unbekannten Konstanten
a,(:"), das man natiirlich nur in den allerseltensten Fallen exakt 16sen kann.
Um dieses Gleichungssystem dennoch weiter behandeln zu konnen, bieten

sich zwei Wege an:

1. Der erste Weg ist die sogenannte Kollokationsmethode: Man fordert,
daf Gleichung (L.9) an bestimmten Punkten &; des Intervalls [0, k%]
exakt erfiillt wird. Verwendet man 2* Punkte & i = 1,..., %%, so

erhélt man ein lineares Gleichungssystem mit anz Gleichungen, fiir



die anz Unbekannten a,(f"). Meist verwendet man iiber das Intervall

[0, k‘Q—”] gleichverteilte Punkte &;. Ist aber an einer bestimmten Stelle
der Defekt |d[wy]|¢=¢,| besonders groB, so kann es sinnvoll sein, dort in
einer Umgebung die Punkte dichter zu wéhlen.

2. Der zweite Weg ist das sogenannte Galerkin-Verfahren: Man fordert
die sogenannte Fehlerorthogonalitit beziiglich des Raumes, der durch
die Ansatzfunktionen ®; (k = 1,...,anz) aufgespannt wird. In For-
meln ausgedriickt heifit dies

anz o) ) . OF; !
E ay, —&. + BY; + 7(9“ . (t, wn) - D | — d[wn}, ®;,)=0
P

J Jj=1,..., n

anz . ) OF

Za,(:}n) <—<I)k + By, + <Z(t,wn)> Dy, @l> = — < d|wy],®; >
auj i=1,..., n

k=1 j=1,....,n

fir { = 1,...,anz. Auch dies liefert also wieder ein lineares Gleichungs-

system von anz Gleichungen fiir die anz Unbekannten akvn). Bei die-
sem Gleichungssystem ist allerdings jeder Matrix- oder Vektoreintrag
ein Lo-Innenprodukt, das man im allgemeinen numerisch berechnen
muf}, was einen erhohten Rechenaufwand gegeniiber der Kollokations-
methode bedeutet.

Methode 2: Bei der zweiten Methode, die hier vorgestellt werden soll,

wird das Ziel darin bestehen, die Funktion d(w) = || =&+ Bw+ F(.,w)||2 in
dem Raum, der durch die Funktionen {®i,..., ®,,,} aufgespannt wird zu
minimieren. Da die Niherungslosung w(ai, ..., Ganz;t) = Y i a;®i(t) als

Funktion in Abhéngigkeit von den Variablen a; aufgefafit werden kann, ist
es moglich auch die Funktion d(w(aq, ..., aanz)) in Abhiingigkeit der Varia-
blen a; zu sehen. Das Bestreben, kann also so umformuliert werden: Suche
das Minimum von d(w(ai, ..., @anz)) fir (a;)i=1,.. anz, € R*%. Ist nun d(w)
nach den Variablen a; differenzierbar, so gilt fiir das gesuchte Minimum
(@1,...,0anz)

odd(w) . . .
ai')(al,...,aanz) =0 i=1,...,anz
1
Setzt man die Funktion g : R** — R*: g;(aq,...,dans) := agfif)’ so hat

man das urspriingliche Minimierungsproblem zuriickgefiihrt auf das Problem
der Nullstellenbestimmung einer vektorwertigen Funktion im R?"*. Lineari-
siert man nun die Funktion g, so erhélt man

0= g(dl, - ,danz) ~ g(al, - ,aanz) + Dg(al, o ,aanz) . ((az)z — (az)z)

mit
dq1 dg1 8%d(w) 0%d(w)
Bal e aaanz 60% Tt 8alaaanz
Dg(ay, ..., aans) = = : :
Oganz . Oganz 82d(w) 82d(u))
day Daans Oaanz0a1 o Oaanzt OGanz




Falls nun die Funktionalmatrix Dg(a; ..., @an,) nicht singulér ist, kann man
das Gleichungssystem

0=g(a1,...,aanz) + Dg(a1,...,aanz) - ((@:)i — (ai)i)
nach (a;); auflésen und erhélt dann
(ai)i = (ai)i - (Dg(al, ceey aanz))_l 'g(ab ceey aanZ)'

Fiir die Berechnung der Koeffizienten der Ndherungslosung ergibt sich somit
die folgende Iterationsvorschrift

9%d(wn) Pdwn) \ "1 /0d(wn)
Wn+1 w o7a{wn) n "
al aln 8(1% P 3a18aanz 8ai
Gaz agn, 02d(wn) _Pd(wn) 9d(wn)
OGanz0a1 e O0Qanz00anz OGanz

Um entscheiden zu kénnen, wann die Newtoniteration abzubrechen ist, kann
man den, ndherungsweise etwa mit der Simpson Formel berechneten, Defekt
||d[wn+1]||2 heranziehen. Abbrechen wiirde man dann etwa, wenn ||d[wy,+1]||2
gegeniiber ||d|wy]||2 nur noch geringfiigig kleiner geworden ist. Man erhélt
dann aus dem Newtonverfahren die bendtigte Niherungslosung

anz anz
w= Z ap®" = Z agAPrn O = s ppruen,
k=1 k=1

die dann zur Berechnung der Konstante ¢ in Punkt 2l und den weiteren
Schritten verwendet wird.

1.3.2 Zu Punkt 2 Berechnung der Konstanten §:

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie man eine Konstante § finden
kann, so dafl der Lo-Defekt durch § nach oben beschrankt wird:

ldwlll2 == —&+ B-w+ F(,w)[l2 < 0.

Um solch eine Abschétzung zu erhalten, gibt es, wie bei der Berechnung der
Naherungslosung w selbst, viele Wege, angefangen mit analytischen Metho-
den bis hin zu computerunterstiitzen Methoden. Hier werden zwei Moglich-
keiten aufgezeigt, wie es mit Hilfe des Computers moglich ist, die gewiinsche
Abschitzung zu erhalten. Schreibt man den Ausdruck ||d[w]||2 einmal aus

n

lafe] 1z = ( / (@) + (Big(®); - w () + Fi(t,w(®)? dt)*,
=1

=:h(t)

so sieht man, daf es sich bei der Bestimmung der Konstanten § nur darum
handelt ein Integral nach oben zu beschrinken. Bevor die Beschreibung der
beiden Moglichkeiten beginnt, werden noch kurz ein paar Schreibweisen und
Konventionen, die dabei verwendet werden, vorgestellt:
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e RNDyh := RNDy[h, h] € I(Ry) sei das durch Maschinenintervall-
rundung erhaltene maschinenreprésentierbare Intervall, das h enthélt
(siehe 414 fiir weitergehende Erlduterungen).

e [a,b] := a sei die Obergrenze und [a, b] := a sei die Untergrenze eines
Intervalls.

o S\, ©M, Ovm und Oy seien die Maschinenintervalloperationen, die
erklart seien durch

VA, B € I(Ry) : A®\B := RNDy (A B) € I(Ry)

mit RNDy; einer Maschinenintervallrundung, die durch gerichtete
Rundung der Intervallgrenzen gewonnen wird. Fiir die so gewonne-
nen Maschinenintervalloperationen * € {4, —,-,:} gilt:

acAel(Ry),be Bel(Ry) = axbe A®yB € I(Ry).

e SINy, COSw, SQRTY, - .. seien die intervallmiBig ausgewerteten Pe-
danten zu den bekannten Standardfunktionen. Beispielhaft gelte fiir
SINM

{sinz: z € X} C SINyX € I(Ry).

Nachdem nun die Schreibweisen, die bei der Verwendung von Intervallarith-
metik benutzt werden, eingefithrt wurden, folgen nun zwei Vorschlége, wie
man die Konstanten § bestimmen kann.

1. Moglichkeit: Man kann das Problem mit Riemanschen Ober- und Un-
tersummen behandeln. Gemeint ist damit: Unterteilt man das Inter-
vall [O,k%”], iiber das integriert werden soll, in m gleichgrofie Teil-
intervalle und wertet die Funktion h(¢) in jedem dieser Teilintervalle
intervallméflig aus, so kann man das Integral durch die Riemannschen
Ober- und Untersummen abschétzen. Will man das soeben in Worte
gefaite ausfithren, so muff man also fiir jedes Intervall [¢, ] die Funk-
tion A(t) durch ein Maschinenintervall Hylt,t] einschrinken, so dafl
gilt

{h(t) s t € 67} € Hu((L,7)

mit Hyi([t,t]) € I(Ry) Maschinenintervall. Die Bestimmung einer Ma-
schinenintervallfunktion Hy ([, ?]), die diese Forderung erfiillt, ist nach
der Wahl der Ansatzfunktionen und der Beschaffenheit der Funktion
h(t) aber nicht schwierig, wenn man einfach alle Additionen, Sub-
traktionen, Multiplikationen, Divisionen und Auswertungen von ele-
mentaren Funktionen, die in h(t) aufteten durch Intervalladditionen
(9Mm), Intervallsubtraktionen (©yp), Intervallmultiplikationen (&),
Intervalldivisionen (©yr) und intervallmifig ausgewertete Elementar-
funktionen ersetzt und dabei ein definierter Intervallausdruck entsteht.
Fiir ||d[w]||2 gilt dann nach Definition des Riemannintegrals

ldlull2 € SQRT, (A ou(Fy HM<[tz-1,ti1>>) 43
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und [t;—1,t;] == [RNDMm (7 — 1) ©mA, RNDyii Oy A]). Man erhélt also
eine Einschliefung fiir den Wert von ||d[w]||2. Die Untergrenze d
braucht man fiir die Bestimmung der Konstante § nicht, aber setzt
man § := d, so erhilt man die gewiinschte Abschitzung ||d[w]|]2 < 6.

. Moglichkeit: Man kann das Problem mit der Trapezformel mit Fehler-
abschétzung behandeln (siehe hierzu auch L.23]). Unterteilt man das
Intervall [O,k%’r] dquidistant in m Teile, so ergibt sich mit Hilfe der
Trapezformel

s

: () S hta) ) | KRR
/O h(t)dth( 5 T ht) + = >+ o)

i=1

mit h := ki—;, ¢ €0, k%] und t; := ih. Ersetzt man nun alle Opera-
tionen durch Intervalloperationen und die Funktionen » und A durch
ihre computerreprisentierbare intervallméfiige Auswertungen Hy; und
Hy (diese IntervallméBige Auswertung erhilt man sehr einfach, wenn
bei der Ersetzung aller Verkniipfungen durch Intervallverkniipfungen
und aller Standartfunktionen durch Intervallstandartfunktionen in A
und h ein definierter Intervallausdruck entsteht), so erhélt man:

ld[w]||3 € RNDyih

((HM(TO) OMRNDy2) $M(2€1\1}1 H\(T3)) ®m(Hwm(Tn) <>MRNDM2)>

&yi(RNDy(k - 2) ©\RNDyr ©yRNDy g ©mSQRy (RNDyih) ©yRNDy12

Sy min  A(€), max  h(€)]
¢ef0.k2r] ¢ef0.k2r]

= [d, ]

Setzt man ¢ := SQRT[d, d] oder § := SQRT[0, d] falls d < 0, so hat
man also die gewiinschte Abschétzung ||d[w]||2 < . Die Berechnung
der Konstanten § erfolgt somit durch einfache Intervalladditionen und
Intervallmultiplikationen von intervallméffigen Auswertungen von h an
Punktintervallen und durch die Bestimmung eines Minimums und ei-
nes Maximums von A in [0, k25]. Die Abschitzung dieses Minimums
und Maximums wiederum, kann auch mit Intervallarithmetik erfolgen,
es gilt ndmlich:

o _
(o, MO < e | Hua(T)

in AE)> min Hu(T
&I&r%] (€)= min  Hy(T:)

mit
T; := [RNDy(i - k - 2) Oy RNDym &3 (RNDyp Oy RNDym),
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Bemerkungen:

e Die 2te Moglichkeit verspricht ein Verfahren, bei dem der Fehler des
Integrals mit h? gegen null geht, fiir den Defekt hingegen, der ja die
Wurzel aus diesem Integral ist bedeutet dies, das der Fehler nur mit
h gegen null konvergiert. Es gibt zwei prinzipielle Griinde, die dage-
gen sprechen konnten, Variante 2 zu verwenden. Es wére zum ersten
denkbar, dafl die Auswertung der zweiten Ableitung einen sehr hohen
Aufwand erfordert. Zweitens wére der Verzicht auf Variante 2 sinn-
voll, wenn der Wert der zweiten Ableitung an einer Stelle sehr grof3
wird, wie dies etwa bei Funktionen, die beinahe Knicke in der ersten
Ableitung haben, der Fall ist.

e Es ist durchaus denkbar, bei geniigend glatter Funktion h, Integra-
tionsverfahren mit Fehlerabschédtzung noch héherer Ordnung zu ver-
wenden, um eine schnellere Konvergenz zu erhalten.

1.3.3 Zu Punkt 3} Berechnung der Konstanten o

Bevor mit dem Thema der Berechnung der Konstante ¢ begonnen wird, sei
darauf hingewiesen, dafi die Konstante ausschlieBlich zur Berechnung der
Konstanten K benotigt wird. Mochte man also einen anderen, als den in
“zu Punkt @t Berechnung der Konstanten K”, beschriebenen Algorithmus
verwenden, kann man diesen Abschnitt getrost iiberspringen.

Ziel dieses Abschnittes wird es sein, eine untere Schranke o fiir den kleinsten
Eigenwerte des Operators L*L : D(L*L) C H — H C L%(0, k%) zu finden.
Dabei wird sich herausstellen, dafl es nicht geniigt, nur den kleinsten Eigen-
wert einzuschlieflen, sondern dafl es notig sein wird die ersten N Eigenwerte
einzuschlieflen, mit einem gegebenen N € N.

Als Generalvoraussetzung fiir alle weiteren Untersuchungen in diesem Ab-
schnitt gelte: Der pre-Hilbertraum H sei unendlichdimensional und be-
sitze eine Orthonormalbasis (¢p)nen aus Eigenfunktionen des Operators
L*L : D(L*L) € H — H C Ly(0,k%), wobei D(L*L) lincarer dichter
Unterraum von H sei. Die zugehorigen Eigenwerte (A, ),en seien der Grofie
nach angeordnet und es gelte lim, oo A, = 00

Zu allererst soll in diesem Abschnitt das sogenannte Rayleigh-Ritz-Verfahren
vorgestellt werden, das hier dazu dienen soll zu den ersten N Eigenwerten
und Eigenfunktionen, Niherungseigenwerte und Ndherungseigenfunktionen
zu berechnen.

Nachdem man nun diese Naherungen berechnet hat, stehen einem zwei Wege
fiir das weitere Vorgehen offen:

1. Weg: Man berechnet zu jedem Naherungseigenwerte und zu jeder Néhe-
rungseigenfunktione einen sogenannten Defekt und erhélt dann durch
die Aussage des Satzes von Weinstein ein Intervall, das mindestens
einen Eigenwert des Operators L*L enthélt. Problematisch hierbei
ist, dal man keine Information iiber den Index des eingeschlossenen
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Eigenwertes erhélt und auch nicht ob man in einem Intervall even-
tuell mehr als einen Eigenwert eingeschlossen hat. Um Informatio-
nen iiber den Index des eingeschlossenen Eigenwertes zu bekommen,
wird es notwendig sein, vorab eine untere Schranke des Eigenwertes
An+1 zu kennen. Dem ebenfalls auftretenden Problem von iiberlap-
penden EigenwerteinschlieBungen kann mit einer Variante des Satzes
von Weinstein, dem Satz von Weinstein fiir geclusterte Eigenwerte,
begegnet werden. Die nur méflige Qualitéit der Eigenwerteinschliefun-
gen des Weinsteinverfahrens 14t sich mit dem Satz von Kato in den
Griff bekommen.

2. Weg: Man verwendet die Ndherungseigenfunktionen als Ansatzfunktio-
nen und erhélt dann mit Hilfe des Rayleigh-Ritz-Verfahrens zur Be-
stimmung von oberen Eigenwertschranken ebensolche. Hat man nun
als Vorabinformation eine untere Schranke des Eigenwertes Ay 41, so
kann man mit dem Verfahren von Lehmann untere Eigenwertschran-
ken bestimmen. Nimmt man beide Verfahren zusammen erhélt man
sowohl obere, als auch untere Schranken fiir die Eigenwerte, also Ein-
schlieffungen.

Beiden Wegen ist gemeinsam, dal man vorab eine untere Schranke fiir den
FEigenwert An41 bendtigt. Mit der sogenannten Homothopiemethode wird
nun als letztes ein Verfahren vorgestellt, mit dem man ausgehend von ei-
nem Vergleichsoperator, bei dem man EinschlieSungen der Eigenwerte und
Eigenvektoren kennt (etwa weil er so einfach ist, da man sie exakt be-
rechnen kann), iiber eine ganze Familie von Operatoren, man schliefllich zu
einer unteren Schranke fiir den Eigenwert Ay11 des betrachteten Operators
L*L gelangt. Bei dieser Homothopiemethode besteht jeder einzelne Schritt
darin, fiir einen Operator dieser Familie von Operatoren, der zwischen dem
Vergleichsoperator und L*L liegt, mit den oben beschriebenen Verfahren
EinschlieBungen mit Indexinformationen fiir dessen Eigenwerte zu erhalten.

Das Rayleigh-Ritz Verfahren zur Bestimmung von Niherungsei-
genwerten und Niherungseigenfunktionen:

Seien v1,...,vy € D(L*L) M linear unabhingige Ansatzfunktionen (z.B.
trigonometrische Polynome). Bildet man dann mit diesen Ansatzfunktionen
die M x M-Matrizen

A = (< L*Lvi,vj >2)i:1,m,1w = (< Lvi,LUj >2)i:1,m,]\/f

j=1,...,M j=1,...,M
AQ = (< Vi, Uj >2);:1 ,,,,, M
G=1,....M

und 16st damit, z.B. mit dem in £.2.2] beschriebenem QR-Algorithmus, das
symmetrische Eigenwertproblem

Ajx = Moz z € RM\{0}, (1.11)

so approximieren, die dabei gefundenen Eigenwerte A, ..., \n fiir ausrei-
chend kleines N (etwa N = %) die Eigenwerte von L*L meist recht gut.
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Auflerdem sind die Funktionen ; := 2211 a:,(cn)vk n =1,..., N recht gute

Niherungen fiir die Eigenfunktionen o1, . .., on. Wobei 231, ... z(M) ¢ RM
die Eigenvektoren des Problemes (ILIT]) seien, die

(2))t Agal9) = 5ij, ()t A120) = :\i%’
erfiillen.

Bemerkung:

Die Qualitét der Approximation der Eigenwerte und Eigenfunktionen hingt
stark von der Wahl der Ansatzfunktionen ab. Die wahren Eigenfunktionen
©1,-...,pN sollten “nicht weit” von der linearen Hiille der Ansatzfunktionen
v1,...,vy entfernt sein.

Satz (Weinstein):
Sei i € D(L*L)\{0} und X € R. Weiterhin sei der Defekt § definiert durch:
_||L*La — Al

lalla

0

Dann enthilt das Intervall [\ — §, A + 6] mindestens einen Eigenwert des
Problems L*Lu = Au, u € D(L*L).

Beweis:

(o]
|IL*Li — Xil|3 = Y < L*Lii — Aii, ¢; >3
=1

= Z()‘n - :\)2 < u, Pi >§
=1

[e.9]
> min [\; — 5\|2Z < @, ;i >3
i€N i1
= min |\ — A%[[alf3.
€N

Teilt man diese Ungleichung durch ||||3 und zieht dann auf beiden Seiten
die Wurzel, so erhélt man:

5zmi§|Ai—X|: FeN:NeEN—6)A+7]
1€

Bemerkungen:

1. Ublicherweise wird man den Satz von Weinstein nicht mit irgendwel-
chen X\ € R und @ € D(L*L) anzuwenden versuchen, sondern vielmehr
mit zuvor numerisch berechneten N&herungseigenwerten und Néhe-
rungseigenfunktionen. In diesem Fall ist dann auch der berechnete
Defekt § klein und man erhélt gute Einschliefungen, sprich ein kleines
Intervall, in dem ein Eigenwert des Problems L*Lu = Au, v € D(L*L)
liegt.
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2. Berechnet man nach dem Satz von Weinstein eine EinschlieBung fiir
einen Eigenwerte von L*L, so hat man leider keinerlei Informationen
dariiber, den wievielten Eigenwert man denn nun tatséchlich einge-
schlossen hat. Kann man aber N nichtiiberlappende Eigenwertein-
schlieBungen berechnen, fiir die jeweils gilt [\ — &, A + 8] < Ay1, so
kann man sicher sein, die ersten N Eigenwerte eingeschlossen zu haben.
Man sieht aber, daf§ man um Informationen iiber den Index der ersten
N Eigenwerte zu erhalten als Vorinformation eine untere Schranke des
Figenwertes Ayy1 bendtigt, die ihrerseits auch noch grofler sein muf,

als alle Intervalleinschliefungen.

3. Die Qualitéit der WeinsteineinschlieBungen ist nicht besonders gut, d.h.
der Durchmesser der EinschlieSungen ist relativ groff. Diesem Problem
kann man aber mit Verwendung des Satzes von Kato begegnen, der
immerhin Grenzen in der Giite O(5?) liefert.

4. Berechnet man fiir mehrere Eigenwerte A Einschlieungsintervalle und
iiberlappen sich etwa zwei dieser Intervalle, so ist im allgmeinen nicht
sichergestellt, dafl man zwei verschiedene Eigenwerte eingeschlossen
hat. In diesem Fall kann man aber immer noch versuchen, den folgen-
den Satz (Weinstein fiir geclusterte Eigenwerte) anzuwenden.

Satz (Weinstein fiir geclusterte Eigenwerte):

Seien iy, ..., 4 € D(L*L) linear unabhiingig. Seien weiterhin Ay,...,\ € R
der Grofle nach geordnet. Fiir alle ¢ = 1,...,[ sei der Defekt d; definiert
durch .

|L* Li; — A\itisl|2

|
0; = _
' |24 |2

i=1,...,1.

Wenn dann fiir den maximalen Eigenwert p der [ x [-Matrix I — U mit
Uij := % 1 <i4,j <lgilt: p <1, soenthilt das Intervall [A\; —d, \;+J]

mindestens [ Eigenwerte des Problems L*Lu = Au, u € D(L*L), wobei ¢
definiert sei durch

I 3
§:=(1- p)_% <Z 53) .
i=1

Bemerkungen:

1. Falls die Ndherungseigenfunktionen 1, . .. @%; ndherungsweise orthogo-
nal sind, wie sie eigentlich jeder numerische Algorithmus liefert, so ist
die Matrix I — U beinahe die Nullmatrix und auch der grofite Eigen-
wert dieser Matrix ist nahezu null. Die Forderung p < 1 ist damit
keine Zusatzforderung, sondern eigentlich immer erfiillt.

2. Man wird den Satz von Weinstein fiir geclusterte Eigenwerte im Allge-
meinen nur dann anwenden, wenn beim Satz von Weinstein iiberlap-
pende EigenwerteinschlieBungen aufgetreten sind und man feststellen
mochte, wieviele Eigenwerte denn nun mindestens eingeschlossen wur-
den.
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3. Auch der Satz von Weinstein fiir geclusterte Eigenwerte liefert wieder
keine Informationen iiber die Indizes der eingeschlossenen Eigenwerte.
Dafiir benttigt man abermals, méchte man N Eigenwerte einschlieflen,
eine untere Schranke fiir den Eigenwerte Ay 1.

Vorgehen zur Bestimmung von Einschliefungen fiir die N ersten FEigen-
werte:

Falls man als Vorabinformation eine untere Schranke fiir den N + 1 Eigen-
wert von L*L kennt, so bieten die beiden letzten Sétze eine Moglichkeit die
ersten N Eigenwerte einzuschlieBen. Das Vorgehen hierfiir ist wie folgt:

1. Man bestimme mit beliebigem numerischen Algorithmus N Néhe-
rungseigenwerte Aq, ..., Ay und zugehorige Nitherungseigenfunktionen
U1, ...,uy. Hierbei kann z.B. das zuvor beschriebene Rayleigh-Ritz
Verfahren Verwendung finden.

2. Nun bestimme man fiir diese N Niherungseigenwerte jeweils eine obere
Schranke fiir é1,...,05 und bilde damit die Eigenwertintervallein-
schliefungen. Falls sich diese EinschlieBungen nicht iiberlappen, so
gehe man zu Punkt 4 ansonsten zu Punkt 3.

3. Auf Niherungseigenwerte, deren EigenwertintervalleinschlieBungen
sich iiberlappen, versuche man Satz (Weinstein fiir geclusterte Eigen-
werte) anzuwenden. Kommt es nach Anwendung des Satzes zu neuen
Intervalliiberlappungen, so wende man Punkt 3, mit den zusétzlichen
iiberlappenden Eigenwerten, erneut an. Auf diese Weise produziert
man keine Endlosschleife, denn das Verfahren bricht spétestens dann
ab, wenn alle Eigenwerteinschliefungen {iberlappen, also spétestens
nach N-facher Ausfithrung von Punkt 3.

4. Gilt fir die grofite Intervallgrenze der EigenwerteinschlieBungen, daf3
sie kleiner ist als die als Vorabinformation bekannte untere Schranke
von An41, so hat man genau die ersten N Kigenwerte des Operators
L*L eingeschlossen und kennt somit den Index des Eigenwertes der
jeweiligen EigenwerteinschlieBung.

Satz (Kato):

Sei @ € D(L*L)\{0} und X definiert durch

S <LLua>y _ |||
' < U, U >9 HﬂH% '

Auflerdem sei der Defekt 0, wie schon beim Satz von Weinstein, definiert
durch:

NI

5. WL La—Xalla _ [IL"Lal|lall3 - — < L*La, @ >3]

lall 113

SchlieBlich seien noch fiir ein n € N eine obere Schranke p fiir A,,—1 und eine
untere Schranke v fiir A\, 41 gegeben, fiir die gilt:

)\n_lg,u,<5\<1/§)\n+1.
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Dann gilt (mit \g := p := —o0, falls n = 1):

2 2
d <A <A+ 0

A= — . :
v—A A—p

Beweis: Zuerst ist noch zu zeigen, dafl die angegebene Umformung fiir ¢
korrekt ist. Es gilt:

|L°La— Malla _ (||L*La — Aal[3)2

’ |al]2 B ][
(IIL*La|2 — 2X < L*Lii, u >5 +X2||ii[|2)2
[|al]2 1
IR e =)
- I[all2
_ (lLrLall3 - flalj3— < L*La, >2)2 1
12 ' (1.12)

Fiir p = p oder p = v und alle ¢ € N gilt

()‘i - /\n)()‘z - P) < U, p; >§ > 0.

>0 >0

Summiert man all diese Ungleichungen {iber i, so erhdlt man:

D i =)= p) < >3 20
i=1
D N <t i >3 —(An+ p)Ni < il pi >3 +Anp < 1,05 >3] > 0
1=1

|L* Latl|3 — (An + p) < L*Lii, @ >3 +Anpl[al[3 > 0

L*La||3 < L*Lu,a >
w—()\n+p)~—22+)\np20.
[lull3 [lall3
=X
*T ~112
Fiir den ersten Term HLHULHZHQ folgt nach (LI2) und weiterem umformen:
2

1

S||all3 = [I|IL*Lalf]|all3— < L*La,a >3]*
&*|Jal|3 = |L*Lal[3||all3— < L*La, a >3
_||L*Lal3 < L*La,u >3

62 = — — —
lal3 la][3
A2
5152 - L Lil3
a3
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Setzt man diese gefundene Umformung in die obige Ungleichung ein, so
erhilt man insgesamt also:

PN = M+ P+ Ap >0
= A(p—A) = AMp—A) -6

Fiir p = p ergibt sich der erste Fall:

Ao (= X) > A —X) — 67

Fiir p = v der zweite:

O]

Bemerkung:

Wenn die Eigenwerte gut voneinander getrennt sind, also nicht clustern, so
kann man die a priori Information einer oberen Schranke von A, _1 und einer
unteren Schranke von A,4+1 aus dem Verfahren von Weinstein gewinnen. Die
dort erhaltenen Grenzen der EigenwerteinschlieBungen kann man als Werte
fiir 4 und v im Satz von Kato verwenden. Wichtig hierbei ist wiederum, dafl
man auch dafiir erneut das Wissen iiber den Index des mit dem Weinstein-
verfahren eingeschlossenen Eigenwertes benttigt, was die Kenntnis einer un-
teren Schranke des Eigenwertes A1 voraussetzt. Mit dem Satz von Kato
ist also eine Verbesserung der Qualitdt der durch den Satz von Weinstein
gewonnenen EigenwerteinschlieBungen maoglich.

Satz (Rayleigh-Ritz Verfahren zur Bestimmung von oberen Eigen-
wertschranken):

Fiir die aus dem Rayleigh-Ritz Verfahren gewonnnenen Néherungseigen-
werte A; gilt:

N<X\N i=1,....,M.

Bemerkungen:

e Das Rayleigh-Ritz Verfahren 148t sich also zur Gewinnung oberer Ei-
genwertschranken nutzen. Dazu miissen aber die Integrale aus denen
die Matrizen

A= (< Lv;, Lv; >9)i=1,..M
j=1,....M

Ay = (< Vi, Uj >2)i:1 ,,,,, M

G=1,...,M
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aufgebaut sind in Intervalle eingeschlossen werden. Hierzu kann man
wie schon in “Zu Punkt B} Berechnung der Konstanten ¢§:” be-
schrieben Riemannsche Ober- und Untersummen oder aber Integrati-
onsformeln mit Fehlerabschatzung verwenden. Die Integrationen, die
fiir die Matrix As benstigt werden konnen eventuell so einfach sein,
daf} sie analytisch durchgefiihrt werden kénnen, aber denoch wird auch
hier die Intervallrechnung benotigt um Rundungsfehler mit zu erfas-
sen.

Wenn man statt irgendwelcher Ansatzfunktionen v; ¢ = 1,..., M nor-
mierte Naherungseigenfunktionen @; i = 1,..., M verwendet, um die
Matrizen

A1 = (< Lfbi,Lﬂj >2)i:1 ..... m und A2 = (< ﬂi,ﬁj >2)i:1 ,,,,, M
G=1,....M j=1,....M
zu bilden, so ist die Matrix A; nahezu eine Diagonalmatrix mit den
Eigenwerten auf der Diagonale und die Matrix As nahezu die Einheits-
matrix. Solche normierten Ndherungseigenfunktionen w; kann man
leicht aus einem zuvor durchgefiithrten Rayleigh-Ritz Verfahren ohne
Beriicksichtigung von Rundungsfehlern und nicht exakt ausgefiithrten
Integrationen gewinnen.

Verwendet man nun normierte Niherungseigenfunktionen u; zur Bil-
dung der Matrizen A; und As und beriicksichtigt Integrations- und
Rundungsfehler (d.h. A; und As sind Intervallmatrizen), so kann man
leicht den Satz von Gerschgorin zur Berechnung von EinschlieBung der
Eigenwerte A des Problems Ajx = AAsx verwenden. Bildet man die
Matix A := I — Ay, so ist diese beinahe die Nullmatrix und die Forde-
rung ||A||se < 1 sicherlich erfiillt. Die Matrix A5 ' 1i8t sich dann als
Neumannsche Reihe schreiben:

00 m—1 00
A7t =" AF=3 AR YAk

k=0 k=0 k=m
m—1 e’} m—1

=Y AFL AN AR =N AR AmAY!
k=0 k=0 k=0
m—1

=Y AP AT )T
k=0

was durch
N 1Al g 1 g
AT — Z A < W flir beliebiges m € N
k=0 00 o0

eine hinreichend genaue EinschlieBung fiir die Matrix A, U Jiefert.
Fiihrt man dann mit dieser EinschlieBung das Matixprodukt A5 LA in
Intervallarithmetik aus, so erhélt man eine immer noch nahezu diago-
nale EinschlieSnung fiir A5 LA,. Der Satz von Gerschgorin, der besagt,
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daf} die Vereinigung aller Kreisscheiben
M
K; := ;LG(C:|,u—aii|§Z|aik| 1<i<M
fort
allle Eigenwerte der m x m-Matrix A enthélt liefert, unter Beriicksich-

tigung der Tatsache das alle Eigenwerte \; reell sind, EinschlieSungen
fiir die Rayleigh-Ritz-Eigenwerte.

Fiir den Beweis dieses Satzes wird die Variationsformulierung der Eigenwerte
benétigt, die deswegen hier zwischen Satz und dessen Beweis eingeschoben
wird.

Satz (Variationsformulierung der Eigenwerte):

Sind die Eigenwerte des Operators L*L in aufsteigender Reihenfolge ange-
ordnet, so gilt fiir alle n € N:

, < L*Lu,u >3 , || Lul |3
A = min max ————— = min max 5
UCD(L*L) Unterraum u€U < u,u >2 UCD(L*L) Unterraum u€U Hu| ’2

dim U=n uF#0 dim U=n u#0

Insbesondere gilt fiir den Spezialfall n = 1:

1 Zull3

ueD(L*L)\{0} ||ull3

Beweis:

“<” Sei U C D(L*L) beliebiger Unterraum mit dimU = n. Wihle ein
v e U mit <u,p; >=0i=1,...,n—1. Dann gilt:

< L*Luyu >y < LLY 75 <u,pi >2 00,3 020 <u, @5 >2 95 >2
<wu,u>y o <D0 <UPi >0 i Yoy < Uy pj >a P >0
SN < u, i >3
Yitn < u, @i >3
> )\nZ;ﬁn < U, P; >%

=\
2 n
Yo, <u, @i >3
< L*Lu,u > oo
= max 072 >\, VU C D(L*L) Unterraum mit dimU = n
weU\{0} < u,u >3
. < L*Lu,u >
= inf max —— 077258
UCD(L*L) Unterraum UEU\{O} < U, U >2

dim U=n
“>” Sei U := span{y1,...,pn}. Dann gilt fir alle u € U\{0}:

< L*Lu,u >3 Zf; Ai < U, @5 >§

<u,u >o S < u,pi >3
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_ Ezn:l Ai <, Pi >%

a doimy < U, @i >3

L SEiZE
Zi:l < U, P; >3

N < L*Lu,u >
= 3U C D(L*L) Unterraum mit dimU =n: max T
wel\{0} < u,u >
< L*Lu,u >
= inf max —— T2 <\
UCD(L*L) Unterraum UEU\{O} < u,u >9

dim U

Da A, kleiner- und grofler-gleich diesem Infimum ist wird das Minimum
angenommen, man kann also min dafiir schreiben. O

Beweis zu Satz (Rayleigh-Ritz Verfahren zur Bestimmung von oberen Eigenwertschranken):

Seien w, := Z;y: 1 a:gl)vk die Naherungseigenvektoren zu L*L, die man

aus dem Rayleigh-Ritz Verfahren erhilt, wobei (™ die Eigenvektoren des

Problems ~
Aiz = Moz

(l‘l)tAgﬂf(J) = (5@', (SU(Z))tAlx(j) = )\Z(slj

seien. Fiir diese Ndherungseigenvektoren gilt:

<UZ,U] >2—< a;k 'Uk,z.%' >
M M :
:ZZ <vk,vl >9

k=
()

s}—‘

tA2 () :5i.

~—

= \T

M
L*LZx Zx Ul>
k=1 =1

< L*Lﬁi,ﬁj >9 =

—

M

Z:p D x ) < L* Ly, v; >9
=1

tAll’( ) = :\15”

- 1

??‘

=1
_ (5

~

—~
~—

Man definiert nun fiir jedes n € {1,...,M}: U := span{4,...,4,}. Nach
Satz (Variationsformulierung der Eigenwerte) gilt:

M ~ M ~
max < L*L Zk:l CrUL, Zl:l cqup >9
ceR™\{0} < Zé\/lzl CrUk, Elj\il Uy >9
M M -~ o~
ax D ket Do ChCl < L™ L, Uy >
c€R™\{0} Ziw:l Zf\il crep < Ug, U >9
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C

= max ——r———
M

ceR\{0} Z: g

O]

Satz (Lehmann Verfahren zur Bestimmung unterer Eigenwert-
schranken)

Seien 1y,...,U, € D(L*L) N linear unabhéngige Ansatzfunktionen. (Man
denke sich dabei die #; ruhig als Approximationen der exakten Eigenwerte
von L*L). Es existiere nun weiterhin ein v € R, das

:\N<V§)\N+l

erfiillt. Hierbei sei Ay die aus dem Rayleigh-Ritz-Verfahren erhaltene obere
Schranke fiir den N-ten Eigenwert und A1 der N + 1-te exakte FKigenwert
von L*L. Bildet man mit diesen Ansatzfunktionen und der Konstanten v
wieder die bereits im Rayleigh-Ritz-Verfahren aufgetretenen Matrizen

Aq (< L* Luz,uj >2)z 1,.,N = (< LLuZ,Lu] >2)z 1,...,N ,

j=1,...,N j=1,...,N
Ag = (< uz,u] >2)7, 1,...,N
Jj=1,..., N

und weiterhin die Matrizen

As (< L* LuZ,L Lu] >2)1 1,...,N ,
=1,.,N

By = A1 —vAy = ( (L*L — I/)ﬁi, ﬂj >2) i=1,..,N
By = A3 —20A; + V2A2 = (< (L*L — V)ﬂi, (L*L - V)ﬂj >2) i=1,...,N ,

j=1,...,N
so kann man das Eigenwertproblem

Bix = uBszx

formulieren. Fiir dessen N negative Eigenwerte (siehe Bemerkungen) p; gilt:

1
)\N+1_n21/+7 (’I’Lzl,,N)
Hn

Beweis: Seien 2V, ... 2™ € RV die Eigenvektoren des Problems Byx =
puBox, die zusétzlich

(20) Bya® = b5, (@D)Bia) = oy,

erfiillen. Definiert man damit
N -
w; = Zl”;(;)ﬂk (i=1,...,N),

so gilt

N N
< (L*L = v)us, (L*L — v)u; > = <(L*L )Y ela, (L)Y xl(J)ﬂl>
k=1 =1

2
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= Z Z:ck xl L*L —v)ug, (L*L — v)uy >,

k=11=1
= 2 Byal) = = 0jj
N N )
< (L*L — v)uj,uj >9 = Z uk,Z:cl(J)ﬂl >9
k=1 =1
_szk acl < L*L — v)ug, 4 >
k=11=1

= l‘(l)le(J) = ,uZ(SU

Seinun n € {1,..., N} beliebig aber fest. Wihle nun (ci,...,c,)! € R"\{0}
so, daB u := > ¢ju; den n — 1 linearen Gleichungen < u, ¢ >o= 0
(k = N+2—mn,...,N) geniigt. Nach der vorausgesetzten Ungleichung
S\N < v < Ayg gilt:

Ai—Vv2> A—An+1 20 firi > N + 1,
Rayleigh-
Ritz

ANi—v<A—Ay <0 fir ¢ < N.

Damit erhilt man dann:

o
< (L*L —v)u,u >9 = <(L*L —v) Z <u,p; >2 goi,u>
2

=1

o0
= Z < u,; >9< (L*L — v)pi,u >

[e.e]
= Z <u, i >2< (A — V)i, u >0

N+2—n—1
= Z ()\—1/)<ug01>%+2 Ai — V) < u, @ >5
i=1 i=N+1

>0 >0

2
.y ,
> E — < u,p; >
-« Ni —v i

1 N+1-n
>—— > (M)’ <upi>}
AN+1-n =V =
1 D
Z 72(0\1‘—”) < u,p; >9)?
>\N+1—n -V =1
1 o0
= <wu,(L*L—v >2
© ANt1n —V ZZ: )i >3
x

1
= N (L v)u, g >
)\N+1_n_]/; ( ) 4102 2
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1

= ——— < (L'L—v)u,(L"L —v)u) >3 .
AN4l—n —V

Andererseits gilt noch:

n n
< (L*L = v)u,u >9 = <(L*L —v) Z cili, Z cjuj>
i=1 j=1 9

n n
= Z Z cicj < (L*L — v)ug, uj >o

i=1 j=1

n
=Y e
=1
n n n n n ) )
S Y = Y Y €icibi; = pn Yy Y cicj(z1) Byzl)
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1

n n
= ln Z Z cicj < (L*L — v)u;, (L*L — v)u; >
i=1 j=1

2

i=1 j=1
= pn, < (L*L —v)u,(L*L — v)u >9 .
Da (L*L — v)u # 0 ist folgt somit aus den beiden letzten Ungleichungen:
1

—— < (L'L —v)u,(L*L —v)u) >2 << (L*L — v)u,u >3
AN41-n —V

< pp < (L*L —v)u, (L*L — v)u >

1

AN+1—n —V

beide Seiten negativ
=

< pn

1
)\N+1fn > v+ —.
Hn

Bemerkungen:

1. Die Negativheit der Eigenwerte des Eigenwertproblems Bixz = uBszx
resultiert aus der negativen Definitheit der Matrix B; und der positi-
ven Definitheit der Matrix Bs.

e Zur negativen Definitheit der Matrix Bi:
Seien z() € RN (i = 1,...,N) die im Rayleigh-Ritz-Verfahren
berechneten Eigenvektoren mit
() A120) = j\i(;ij’ (z) AgalV) = 5ij,

dann gilt

() B2 = (290) A2 — p(2D) Ay2) = (X; — V).
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Die Eigenvektoren z(?) bilden eine Basis des RY. Somit 1i8t sich
jeder Vektor des RV darstellen als v = Zfi 1 c;z, womit man
dann erhilt:

WE

N
vBiv = ( cix(i))t(Al —vA) Z ij(j)
j=1

1

Z CiCj(;\Z‘ — I/)(Sij

i=1 j=1

Il
M= 5

Z(Mi—v) <0,

I
,MZ

=1

B ist somit negativ definit.

e Zur positiven Definitheit der Matrix Bs:
Fiir jedes x € RY gilt

N N

2! Box = <(L*L )Y @ity (L'L—v) > xjaj>
i=1 j=1

2

> 0.
2

2

N
(L*L—v) @il
=1

B5 ist somit also positiv semidefinit. Nimmt man an es gibt ein
r € RV fiir das z'Box = 0 gilt, so folgt sofort daraus (L*L —
V)(Zfil x;Uu;) = 0, was wiederum im Widerspruch zur negativ
Definitheit von By steht. Bs ist somit positiv definit.

2. Wie schon das Rayleigh-Ritz-Verfahren benétigt auch das Verfahren
von Lehmann als a priorie Information eine untere Schranke des N +1-
ten Eigenwertes des Operators L* L.

3. Die Schranken, die man durch das Lehmann-Verfahren erhilt, sind in
dem Sinne optimal, dafl es bei alleiniger Kenntnis von 1, ..., %y und
L*Ly, ..., L* Luy keine Moglichkeit gibt, bessere untere Schranken zu
erhalten, als die durch das Lehmann-Verfahren gegebenen (siehe N.J.
Lehmann Optimale Eigenwerteinschliebungen Numerische Mathema-
tik 5 (1963), 246 - 272).

Homothopie-Methode:

Als Problem bei der Eigenwerteinschliefung, egal ob nach der Methode von
Weinstein, Kato oder Lehmann, ist nun nur noch die benétigte vorab Kennt-
nis einer unteren Schanke von Ay 41 des Operators L* L verblieben. Hier soll
gezeigt werden, wie man solch eine a priorie Information, ausgehend von
einem Vergleichsoperator LjLg, bei dem man Einschliefungen fiir die Ei-
genwerte kennt, iiber eine ganze Familie von Operatoren, erhélt. Dazu wird
auf die sogenannte Homothopie-Methode, die von M. Plum und F. Goerisch
unabhéingig voneinander entwickelt wurde, zuriickgegriffen.
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Der folgende Satz demonstriert, welche Bedingung benétigt wird, um eine
Verbindung zwischen den Eigenwerten der Operatoren L}L; und L} L; mit
0 < s <t <1 der Operatorenfamilie herstellen zu kénnen.

Satz:

Sei ((Hs, < .,. >5))se[o,1) €ine Familie von pre-Hilbertrdumen mit dim Hy =
00, (D(L3Ls))sejo,) eine Familie von Unterrdumen mit D(L;Ls) C H; dicht
und (LiLs)sep,1) eine Familie linearer symmetrischer Operatoren LiL; :
D(L;Ls) — H,. Fiir jedes s € [0,1] sollen die Eigenelemente von L}L
eine Orthonormalbasis von Hg bilden und die zugehorige Eigenwertsequenz
(X )nen gegen oo konvergieren. Geniigt diese Familie von Hilbertrdumen
und Operatoren den Bedingungen

H, D Hy, D(L:Ls) 2D D(L;Ly),
< Lgu, Lsu > p < Lyu, Lyu >y
< U, U >g T <u,u >y

Vue D(LiL;), 0<s<t<1,

so gilt

A<M vneN 0<s<t<1|

Beweis: Man benutzt die Variationsformulierung der Eigenwerte, um A}
darzustellen, und schétzt dann ab:

s . < Lsu, Lsu >
A, = min max ———————
veD(LiLs) ueU\{0} < U, U >g

< Lgu, Lgu >4

< min max
UCD(LiLy) weU\{0} < U, U >g
dimU=n
. < Ltu, Ltu >¢
< min max —————
UCD(LiLy) weU\{0} < U, U >¢
dimU=n
_
= AL,

O]

Dieser Satz zeigt nun, wie man ausgehend von einem Vergleichsoperator
L{Lg, dessen EigenwerteinschlieBungen man kennt, iiber einige Schritte mit
Operatoren Lg Ls, man sich schliefilich bis zum Operator LLy := L*L
durchhangeln kann und dabei jeweils EinschlieBungen fiir die Eigenwerte der
Zwischenschrittoperatoren berechnen kann, da man ja die untere Schranke
von A% auch als a priorie bendtigte untere Schranke fiir A, ™ verwenden
kann. Der folgende Algorithmus zeigt detailliert, wie man dazu vorzugehen

hat:

Der Homothopie-Algorithmus:

1. Man bestimme eine Familie von Vergleichsrdumen ((H,, < .,. >
))sejo,1) und Vergleichsoperatoren (L Ls)sejo,1) mit LiLs : D(L{Ls) C
H; — Hg, die den Voraussetzungen des letzten Satzes geniigen. Dabei
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sei der Operator LjLg so gewéhlt, dal EinschlieBungen fiir seine Ei-
genwerte bekannt sind (A0 € [A%,Xg]) und LiL; := L*L gesetzt. Man
setze ¢ = 0 und s; = 0. Man starte jetzt den Algorithmus mit NV;
Eigenwerteinschliefungen fiir den Operator L7 Ls,, die ja als bekannt
vorausgesetzt wurden. Dabei ist IV; so zu Wahlen dafl erstens A, und
)\Sl _; gut separiert sind und zweitens Ay < )\S? mit nicht zu klelner
leferenz gilt (Die Bedingung Ay < AY. ist auf Jeden Fall erfiillt, wenn

statt ihrer die Bedingung Ay < )\80 , fur die man nur eine bekannte un-
tere Grenze von A ]\? und eine mit dem Rayleigh-Ritz Verfahren leicht
beschaffte Obergrenze fiir Ay kennen mufl, verwendet wird. Solch ein
N; zu finden ist immer moglich, da nach den Voraussetzungen die Ei-
genwertsequenz gegen Unendlich konvergiert).

2. Ubergang von EigenwerteinschlieBungen fiir den Operator L;,Ls, zu
EigenwerteinschlieBungen fiir den Operator L, L mit s;41 > ;¢
Man suche s;4;1 € [0,1], so daB gilt:

Sit1

Si+1 S;
AN 1 < AN,

Dabei wihle man s;1 moglichst nahe an sup{s € [0,1] : Ay, _; < Ay}
(solch ein s;41 existiert, wenn die Eigenwerte in s stetig smd oder nur
kleine Spriinge machen, da N; gerade so gewahlt war, dafl /\‘?\Z und
AN,_1 gut separiert sind. Das Erfiilltsein der Bedingung )\?,:’_11 < AN,
kann man, wie schon unter 1. erwéhnt, leicht tiberpriifen, indem man
stattdesen die Bedingung )\?\i,j_ll < A%i ~Velrwemdet, wobei A‘;{}Z_ eine be-
kannt untere Schranke von )\ﬁ\i, ist und )\8”11 eine nach dem Rayleigh-
Ritz-Verfahren berechnete obere Schranke fiir X%“ , darstellt). Da alle
Voraussetzungen des vorherigen Satzes erfiillt smd gilt dann:

S Sit1
AN S AN

Man kann also, indem man v = )\?\",Z setzt, eine untere Schranke fiir den
Ni-ten Eigenwert des Operators Ly Ls,,, erhalten. Dieses v kann
man dann dazu verwenden, um mit dem Verfahren von Weinstein,
Kato oder Lehmann EinschlieSungen fiir die ersten N; — 1 Eigenwerte
von L +1Lsz+1 zu gewinnen. Man suche nun N;;; < N; — 1 moglichst
groB, so daf} die Eigenwerte A ”:1 und Ay “’1 _, gut separiert sind.

3. Wenn s;41 = 1, dann ist der Algorithmus zu Ende und man hat Ein-
schliefungen fir LYL; = L*L gewonnen. (Hat man dabei aber nur
N < N Eigenwerte eingeschlossen, so war das gewihlte Ny zu klein,
und man mufl den Algorithmus noch einmal mit einem No > Ny von
vorne starten). Ist dies nicht der Fall, so erh6he man ¢ um eins und
wiederhole Schritt 2. des Algorithmus.

Bemerkungen:

e Die verlangte Kenntnis von EigenwerteinschlieBungen fiir LjLo kann
z.B. dadurch erreicht werden, dal der Operator so einfach ist, dafl
seine Eigenwerte in geschlossener Form bestimmt werden kénnen.
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e Bei der praktischen Durchfithrung des Algorithmus ist es oft moglich,
(Ho, < .,. >0) := (H,< .,. >2) und D(L{Lo) := D(L*L) zu wéahlen.
In diesem Fall kann die Konstruktion der Familie von Vergleichsope-
ratoren und Vergleichsrdumen auf die folgende einfache Weise durch-
gefithrt werden:

(Hs, < .,.>5):=(H,<.,.>2), D(L:iLs):=D(L*L),
LiLs:=(1—s)-LyLo+s-L*L Vsel0,1].

Konstruktion einer Familie von Vergleichsoperatoren:

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt wie man, wenn man Einschliefungen
fiir die Eigenwerte eines Vergleichsoperators kennt, iiber eine Familie von
Operatoren schliefilich zu den gesuchten EinschlieBungen der Eigenwerte
des Operators L*L kommt. Hier nun soll gezeigt werden, wie man solch
einen Vergleichsoperator zu konstruieren hat, das er einerseits die fiir die
Monotonie der Eigenwerte notwendige Bedingung

< L*Lu,u >» S < LiLou,u >2  Bolu,u]
<u,u>e 0 <u,u>e 0 < u,u >

Yu € D(L*L)

erfiillt und andererseits so einfach ist, dafl seine Eigenwerte expliziet bere-
chenebar sind. Dazu wird zuerst das Innenprodukt < L*Lu,u >9 solange
nach unten abgeschéitzt, bis man zu einer Bilinearform By[u, u] mit konstan-
ten Koeffizienten gelangt. Dann betrachtet man die zu dieser Bilinearform
gehorige starke Eigenwertformulierung, die wegen der konstanten Koeffizien-
ten expliziet 16sbar ist. Man kann somit Einschliefungen fiir die Eigenwerte
des Operators angeben, der zu dieser Bilinearform gehort. Auf die gleiche
Art und Weise wie in den Bemerkungen zum letzten Satz, ndmlich durch set-
zen von Bg[u,v] := (1 — s)Bo[u,v] + s < Lu, Lv >, erhilt man eine ganze
Familie von Bilinearformen mit assozierten Operatoren, die jeweils paar-
weise der Monotoniebedingung geniigen. Man hat also, das Problem der
Konstruktion einer Familie von Vergleichsoperatoren mit einfachem Opera-
tor L{Lo gelost.

Wendet man sich nun dem Problem des Abschéitzens der Bilinearform
< L*Lu,u >9 zu so findet man durch einfaches ausmultiplizieren:

< L*Lu,u >9 =< Lu, Lu >2
=< —ii+ Bi+ Cu, —ii + Biu + Cu >9
=< U, >9 — < U, Bt >9 — < i, Cu >9

(A1) (B1)
— < Bu, i >9 4+ < B, Bu >9 + < Bu,Cu >9
N—— N———

(A2) (Cr)
— < Cu,ti >0+ < Cu, B >9+ < Cu,Cu >4 .
(B2) (C2)

Das Innenprodukt zerfillt also in 9 einzelne Innenprodukte, von denen die
unterklammerten noch weiter untersucht werden sollen. Zuerst wird hier die
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Summe aus (A1) und (A2) néheren Betrachtungen unterzogen:

27
(A]) + (Ag) = _/ " (@' Bu + u'Bi) dt
0

2w

— —2/ " it Badt
0

k2
o .
> =2 [ ful Bl de
0

2w

—/ " Ble(eviiti + Lata) dt.
0

v

Auch die Termen (B;) und (Bg) werden zuerst zusammengefafit, danach
wendet man aber am besten noch partielle Integration an, um einen weiteren
Term bei i zu verhindern:

(B1) + (B2) = —/ " (i Cu + utClii) dt
0

k2T

_— / "t dt
0
k2T k2T

k2T .
— —2 | a'Cul, * / ' ufcudt/ " atCudt
—— 0 0

k2T k2T
> —2/ " u|e|C]e]u|edt+2/ " atCadt
0 0

k2T k2T

/ " |Cle(e20d + Lu'u) dt+2/ " atCudt.
0 0

v

Bei der Addition der Term (C;) und (C3) kann man wieder wie bei den
Termen (A1) und (A2) vorgehen und erhélt dann:

k2

@)+ ()= [ " @BtCu+uC B di
0
27

=9 / "t BtCu dt
0

k2m

B
> _2/ lilo| BECoul. dt
0

k2T

> —/ " |B'Cle(esuti + —u'u) dt.
0

Nimmt man all diese Abschétzungen zusammen und schéitzt weiter ab, so
erhilt man:

k2T
< L*Lu,u >9 > / "t (1= 1| Blo)I) i dt
0 _v_/

=:M>
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L2
+/ "l (B'B+2C — (LBl + £2[C . + &3] B'Cl)) vt
0

=:M;

k=T
I .
+/0 u' (C'C = (510 + = B'Cle) ) udt

=:Mpy

k=T
— / P (My 4+ MY)ii 4+ @t (M + ME)i 4 ut L (M + Mi)u) dt
0

k=T
z/ " Wnin(My + Mb)iitii dt
0
k2 k2T

+/ ;Amin(MlJer)utudH/ " WDin(My + Mb)utu dt
0 0

\Y
=

min - Apin(Ma + M3) it dt
0 te[0,k27]

=«
k2m
+/ 1omin Amm(M; 4+ M) atadt
D) 3, 7N 1 1
0 te[O,kT]

k2

+/ "3 min Amin(MZ“‘Mé) utUdt
0 te[o,k%’]

]

=y
k2T
= / " it + Butt 4 yulu dt

0

Setzt man also
s
H ot .t t
By[u, v] :—/ o't + Ut + yu'v dt,
0

so gilt fiir diese Bilinearform die fiir ein Vergleichsproblem benétigte
Abschétzung

< L*Lu,u >9 S Byu, u]

<u,u>9 = <uU,uU>2

Vu € D(L*L)
Fiir die Eigenwerte des schwach formulierten Eigenwertproblems
< LiLou, ¢ >9:= Bo[u,¢] = A’ < u,o >5 Vo € D(L*L) (Sch)

erhélt man somit /\? < X\; Vi € N. Durch partielle Integration kann man
nun die zu dieser schwachen Formulierung der Eigenwertaugabe gehorende
starke gewinnen:

< LgLou, ¢ >9:= Bo[u, ] = X < u, ¢ >3
k2 s
I
/ aiit@ + Butp +yulp dt = A° / " uledt
0 0
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k2 k2T
/ " _qiitg — Biite + yulp dt = )\0/ " utpdt
0 0

k2= k2
/ "t = Biit 4 yut)p dt = )\0/ " ulpdt
0 0
LiLou := a'ii't — Biit + yul = \u. (St)

Die Eigenwerte der stark formulierten Eigenwertaufgabe (Stl) lassen sich
aber, da die Koeffizienten «, § und 7 konstante reelle Zahlen sind, auf
einfache Art expliziet berechnen. Um nun eine ganze Familie von Bilinear-
formen Bg[u, v] mit zugehdrigen Operatoren L% L, zu erhalten muff man nun
nur noch, wie in der Einleitung dieses Abschnittes bereites erwahnt

< LiLsu,v >:= Bg[u,v] := (1 — s)Bo[u,v] + s < Lu, Lv >3 Vs € [0, 1]

setzen. Fiir s = 0 erhélt man dann das expliziet berechenbare Eigenwertpro-
blem und fiir s = 1 das Eigenwertproblem, fiir das EinschlieSungen gesucht
werden. Auflerdem ist die Monotonie der Eigenwerte im Parameter s ga-
rantiert, da Bg[u, u] > By[u,u] fir alle 1 > s > ¢ > 0 gilt. Die Konstruktion
einer Familie von Operatoren bzw. Bilinearformen, die von einem einfachen
Vergleichsproblem zu L*L fithren ist somit vollzogen und das Problem eine
Konstante o als untere Schranke des kleinsten Eigenwerts von L* L zu finden
vollstindig geldst.

1.3.4 Zu Punkt [4: Berechnung der Konstanten K

Auch fiir die Berechnung der Konstanten K gibt es, wie schon bei den vorhe-
rigen Punkten, mehrere Mo6glichkeiten der Bestimmung. Hier soll nur eine
Moglichkeit vorgestellt werden, die man leicht auch auf elliptische Rand-
wertprobleme iibertragen kann. Die numerische Hauptaufgabe bei dieser
Moglichkeit besteht darin, eine Konstante o zu finden mit

0<o <A VY Eigenwert von L*L auf R.

Dieser Punkt wurde bereits im letzten Abschnitt besprochen. Es sei noch
einmal erwéhnt, verwendet man ein anderes als das hier beschriebene Verfah-
ren um die Konstante K zu berechnen, so kann man Punkt [3] iiberspringen,
da die dort berechnete Konstante ¢ nur in diesem Punkt Verwendung fin-
det. Hat man nun eine solche Konstante o gefunden, so helfen die folgenden
drei Sdtze Konstanten Ky, K1, Cy und Cy zu finden, die fiir alle v € R die
folgenden Bedingungen erfiillen:

[ull2 < Ko||L[u]l]2,
|[a|]2 < K1||L[u]|]2 und
ulloe < Collullz + Culli]]2.

Die Abschitzung ||ul|ec < K||L[u]|]2 Vu € R (siehe ([4])) erhélt man dann
offensichtlich in dem man

’K = KoCy + K1Cy ‘

setzt.
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Satz (Bestimmung der Konstanten Kj):

Unter der Voraussetzung, dafl es eine Konstante o gibt, fiir die gilt 0 < o < A
fiir alle Eigenwerte A von L*L auf R gilt

. 1
llull2 < Kol||L[u]||2 Yu € R mit Ky := —

75|

Beweis: Nach dem Satz (Variationsformulierung der Eigenwerte) (siehe
Seite 21]) gilt:

L L
0<0§)\1:min< [u], L{u] >
u€R < U,u >9
u#0
<L Llu| > L 2
o SLOLLM> IR
< U, u >9 l|ul3

1
BRG

=:Kp

[[Llu]ll2  Vu € R.

Satz (Bestimmung der Konstanten K;):
Unter den Voraussetzungen B = B und B(0) = B (k%) an den linearisier-

ten Operator
F;
L[u]——ﬁ—i—Bu—i—(a ) u
8yj i=1,...,n

.....

(siehe ([I.A)) des nichtlinearen Problems erhilt man mit

1 OF; Fi\' :
v¥:=—= min Apin (Z> + <8 Z) — B
2 tefo,k2m] &yj i=1,...,n ayj i=1,...,n

H =1 n J=1

[RREE) =1,...,

und
{Ko — K2 falls yKq <
V=

% falls vKy >

N N

die Abschétzung

lalls < v [|L[u]]l2
~—
=K

oy,

Beweis: Zur Verkiirzung der Schreibweise setze man C' := (aF 1) iy, Wie
iz
in (LH). Dann 148t sich der lineare Operator L[u] schreiben als

=1,...,n

Liu] = —ii+ Bu + Cu,
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wobei B und C' jeweils n x n-Matrizen und i, @ und u Vektoren aus R™ sind.
Bildet man das Innenprodukt zwischen v und L{u], so &8t sich dieses in drei
Terme aufspalten, von denen die ersten beiden weiter untersucht werden.

= < u, Lu] >0= < u,—i >+ < u, Bu >+ < u,Cu > (1.13)

(4) (B)
Die Terme (A) und (B) lassen sich umformen zu

k2
(A) = —/ " utivdt
0
f2x R
= by " +/ " it dt
S—— 0
=0
= |lalf3,

k2T

(B) = /“ufBudt
0

K2z k2x

e mot oy
= uBu‘O“ - uw' Bu dt — u'Budt

—ut Bty
_ =ulBt4d
=0 =utBu

k2 k2

= —/ . utBiLdt—/ " ut Bu dt
0 0

= —(B)— < u,Bu>9

= (B)= -3 <wu,Bu>;.
Setzt man Ausdruck (A) und (B) in Gleichung (II3]) ein, so erhélt man:

<u,Llu] >y = [l -3 < u, Bu >3 + < u, Cu >3
= |[al)3+ < u, (C—1B)u>,. (1.14)
——
=M
(@)

Ausdruck (C) kann man abschétzen durch:

(O) = <u, Mu>s"""2F o Muu >9=< u, Mtu >
= 2(C) = <u,Mu>y+ <u, Mu>
= (C) = <u,i(M+MYu>,
>  min )\min[%(M + MYH] < u,u >9
te[O,k%’r]
= min )\min[%(C—i-C’t—B)]HuH%.
te[o,k%’f]

=y
Setzt man (C) in (TI4) ein, so erhélt man:

< u, L[u] >2> |[al[3 +|lull3.
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Nach der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung gilt aber auch:
< u, Llu] >o< [[ul[2]| Llu][]2-

Verwendet man jeweils die rechte Seite der letzten beiden Ungleichungen, so
ergibt sich:

lullol[Llulll2 > [[all3 +llull < [lall3 < llull2lILLu]ll2 = yllulf3.

Setzt man ¢ := k- 5o gilt nach der Wahl von Ko ([[ulla < Kol [L[u]l]2)

0 <4 < Ky, und man kann die obige Ungleichung umschreiben zu

12 < 205 _ 52) < 2 52
[lifl2 < [IL[ull[2(0 = 70%) < |IL{ulll2 max (6 —~0%)

= [[all2 < VVI[L[u]||2.

Bestimmung von v := maxg<s<r, (6 — 752):

e Fall1: v <0 = v=K,—vKZ.

e Fall 2: v >0
— Fall 2.1: Ky < % = I/:K()—’)/Kg.
. 1 1

Fall 1 und Fall 2.1 liefern den gleichen Wert fiir » und man kann sie daher
zu einem einzigen Fall zusammenfassen. Tut man dies, so erhélt man genau
das Resultat des Satzes. O

Satz (Bestimmung der Konstanten Cj, C}):

Fiir eine k%r periodische Funktion v € H7(0, k%’r) gibt es Konstanten Cj
und C1, so daf} gilt:

[lulloo < Collullz + Cili 2.

Dabei ist Cy > ,/ﬁ beliebig wihlbar und C; so zu wihlen, dafl Cy >

1/1—120% gilt.

Beweis: Zundchst wird die Aussage dieses Satzes fiir Funktionen v €
H, (0, k‘%r), die k‘%ﬁ periodisch sind, bewiesen und danach gezeigt, wie man
dieses Resultat auf k%” periodische Funktionen u € H{*(0, k:%”) verallgemei-
nern kann. Wird in diesem Beweis die Funktion v auflerhalb des Intervalls
[O,k‘%ﬂ] ausgewertet (wo sie ja eigentlich nicht definiert ist), so verwende
man die Funktionswerte, die man erhélt, wenn man v iiber das Intervall
[0, k:%“] hinaus periodisch fortsetzt. Es sei nun also zunéichst v € H; (0, k:%“)

beliebige k‘%” periodische Funktion und Cy > 4/ 55% beliebig aber fest. Dann
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wéhle man fiir jedes beliebige aber feste ¢ € [0, k:%’r] zwei reelle Zahlen o und
0, so daB} einerseits

1 2

und andererseits auch

1
ti= 5(0 + )
-1 1 . .
gilt. Dies ist immer moglich, da det 05 05 = 0 ist. Durch einfaches

Differenzieren und darauf angewandte Integration erhélt man:

(t— o) Jo(t)] = / 2 1t - apo(d) dt\

——

11
=5—=5>0
207

_ /at (E)df+/t(f—a)i)(f)df‘

< /atvf)dt‘ /at(t_—a)i)(f)dt_’
< atv(ﬂydt+éw\@(a\dt. (1.15)

Auf die selbe Art und Weise erhilt man:

I¢] B8
(8- 1) Jult)] < / lo(@)] di + / G- Dl (1.16)

>0

N[ =
o%\H

Addiert man ([L.I5]) und (LI6), so ergibt sich:
B
G-l < [ 11 f>|dt+/ (F - o)l mdt+/ (8 — D)o ()] di
W pdtw (1) dE
+\// (z—awz\// 52(7) di
B B
+\// (ﬁ-ﬂ?df\// (D) di

= N /v2ﬂdt
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27 _
ﬁ—ozik? (t—3a)3 /fat @2({) di
R W= S o) di

3 t

: 5 |t e _
< VB=allla+ W;””\// OQ(E)dtJr/ v2(f) dt
[e% t

—1l¢g B _
G \/ﬁ—allvllﬁx/fz(ﬁ—a)?’\// 52(7) di

7T

Y VB allvlls + /258 @)l

= Ve (0,62 )] < llolle+ /5 VB alloll

= Collvll2 +\/ f5 5119112

N

= llee < Collllz + 1/ F 551192

Sei nun u € H{“‘(O,k%ﬂ) eine beliebige k%” periodische Funktion, so gilt

natiirlich nach obiger Uberlegung fiir jede Komponente von u:

luilloo < Colluillz + 4/ f5 g5 llwillz 1<i<n

= lullo = max [[uil|oo
< max (Colluill2 + 1/ 15 &5 Il ll2)

1<i<n

IN

11
lrgias)%(CoHWb‘f‘ ﬁ(TOHUHQ)

= Collullz + /13 5 llll2.

O

1.3.5 Zu Punkt [B: Finden einer monoton wachsenden Funk-
tion GG

In diesem Abschnitt werden zwei Sétze vorgestellt, die beide eine monoton
wachsende Funktion G liefern, die die Abschéitzung

IF(,w+y) = F(,w) = Cyll2 < G(llyllc)  (Vy € R")

gewihrleistet (siehe Seite [B]). Der Unterschied zwischen beiden Sdtzen be-
steht darin, dafl der erste Satz nur erste Ableitungen von F benétigt, wohin-
gegen der zweite auch zweite Ableitungen von F heranzieht. Der Vorteil des
zweiten Satzes besteht darin, da8 dadurch daf o? := ||y||%, ausgeklammert
werden kann, fiir kleines o der Rest des Funktionsausdruckes fiir G in Inter-
vallarithmetik nur sehr grob berechnet werden mufl. Nachteilig wirkt auf den
zweiten Satz, wenn etwa die zweiten Ableitungen von F' sehr groflie Werte
annehmen (etwa bei beinahe Spriingen in der ersten Ableitung). Manchmal
existiert auch gar keine zweite Ableitung von F'. In diesen beiden Féllen ist
man dann gendtigt, Satz eins anzuwenden.
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Satz:

Setzt man

k?rr ’Vl
—a/ max Z|D3Ftw by) - DiFtw®)] | dt,

— \Ilyll~za*

so gilt die gewiinschte Abschétzung (L.6])
1F(w+y) = F(,w) = Cyll2 < G(llyll) (Vy €R™)

und weiterhin G(a) = o(a) fiir a — 0. (Mit D7 sei dabei die erste Ableitung
nach der j-ten Raumkomponente bezeichnet).

Beweis: Schreibt man den Term, den man durch G(«) abschidtzen mochte
ausfiihrlich, so erhilt man

[1F(,w+y) = F(,w) = Cyll2
k2" n n

/ (t)+y)_Fi(t7w(t))—ZDjFi(t,w(t))'yj>2dt> .
7=1

(a)

N

Durch einfaches Umformen des Termes (a) erhilt man
(a) = Fi(t,w(t) +y) — Fi(t, w(t) — Ei: DIFy(t,w(t)) -y
= Fi(t,w(t) + s - y)| ZDFtw
:/ ZDF tw(t)+s-y)- yjds—ZDF (t,w(t)) - yj
j=1

—/ z (DPFi(t,w(t) + 5 - y) — DIF(t,w(1))) - y; ds.

Versucht man nun den Term |(a)| fir ||y||cc < @ abzuschitzen, so erhélt
man

a)| = / Z (DIF(t,w(t) + s - y) — DIFy(t,w(t))) - ; ds

/ Zn: DIF,(t,w(t) + s-y) — D' Fi(t,w(t))) - y;| ds

/ Z\DJF (t,w(t) +5-y) — DIF(t,w(®)| - lyj| ds
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Sa/Z‘DFtw )+ s-y) — DIF(t,w(t))| ds

J J [
Saorg?é(lZ‘DFtw +s-y) — DVFi(t,w(t))|

< aHIﬁla}é Z |DVFy(t,w(t) +y) — DI Fi(t,w(t))].
Ylloo ¥

Setzt man dies in unsere erste Gleichung ein, so erhélt man die gesuchte
Beziehung:

1F(,w+y) = F(,w) = Cyll2

2
k2T n
<« / # Z ||I\I|laX Z|DJF t,w(t) +y) — DIF(t,w(t)| | dt =:G(a)
0 =i \[Wllese]
fiir alle y mit ||y||co < . 0
Bemerkungen:

e Wie schon bei der Bestimmung der Konstante ¢ (siehe auf Seite
[[0) muf auch hier der Wert des Integrals in gesicherten Grenzen be-
stimmt werden. Von den dort beschriebenen zwei Moglichkeiten der
exakten Integration bietet sich hier das Verfahren der Riemanschen
Ober- und Untersummen an, da die fiir Integrationsformeln mit Feh-
lerabschéitzung mindestens benétigte 2te Ableitung des Integranten,
wenn iiberhaupt vorhanden nur sehr schwer berechenbar sein diirfte.

e Zur Bechnung des im Integranten auftretenden Maximums iiber den
n-dimensionalen Quader ||y|lcc < @. kann man wiederum Intervall-
arithmetik verwenden. Dazu unterteilt man den Quader in mehrere
moglichst gleich grofle Quader Y; und berechnet dann mit Intervall-
rechnung fiir jedes [ eine Obergrenze fiir den Intervallausdruck

S ABSy (D BT, an(T) + Yi) = (DY (T (1))

mit (D7 F;)y als intervallmiBige Auswertung von D?F; und wy(T) als
intervallméfBige Auswertung von w(t). Danach mufl man nur noch das
Maximum {iiber diese Maxima bilden.

Satz:

Setzt man

k2™
Gla) :=a? /OZ: max ZZ|D3Ftw +y)| ] dt,

lylleo<a = £
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so gilt die gewiinschte Abschéitzung (L6]):
IF(sw+y) = F(,w) = Cyll2 < G(llyllc)  (Vy € RY)

und weiterhin G(a) = o(a) fir a — 0. (Mit D/* sei dabei die zweite
Ableitung nach den Raumkomponenten j und k bezeichnet).

Beweis: Wie im Beweis des vorherigen Satzes, kann man durch Umformen
mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung erhalten, dafl

:/ Z (DIFi(t,w(t) + s -y) — DIFi(t,w(t))) - y; ds
gilt. Erneutes Anwenden des Mittelwertsatzes der Integralrechung liefert

:/ Z (DIFi(tw(t) + 5+ y) = DU Fi(t,w(1))) -y ds
:/ ZDFtw +u-s- y)\u 0 Ysds
:/ Z/ ZDJ’“F twt)+u-s-y) - ypdu-yjds
0 i1 0 _
J=
1
_/ / ZZDJkF (t,w(t)+u-s-y) -y -y;duds.
0

7=1 k=1

Versucht man nun den Term |(a)| fir ||y||cc < « abzuschitzen, so erhélt
man

1
(a)| = / / ZZDijtw +u-s-y) yp-yjduds
0

7=1k=1
1
< )Dij (t,w(t)+u-s- y)) lyk| - |y;| duds
[[%5 b
<« <a
< o max ZZ‘DJkF (t,w(t —i—y)‘

<
e —

Setzt man die gefundene Beziehung in die erste Gleichung aus dem letzten
Beweis ein, so sieht man:

IF(,w+y) = F,w) = Cyll2

/ Z max ZZ]DJFtw o)l | dt= o)

<
o1 \[Wlleo= @ i=1 k=1

fiir alle y mit ||y||co < . O
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Bemerkung:
Fiir diesen Satz gelten die schon zum letzten Satz gemachten Bemerkungen

ebenfalls, man muf} ausschlieflich den dort angegebenen Intervallausdruck
durch

A Dy ABSy ((Diji)M(T, wn(T) + Yl))
j=1 k=1

ersetzen.

1.3.6 Zu Punkt [6: Bestimmung der Konstanten «

Im letzten Punkt verbleibt noch die Aufgabe eine Konstante o zu bestim-
men, die der Bedingung

5 < %—G(a),

mit der Konstanten K aus Punkt [ und der monoton wachsenden Funktion
G aus Punkt [, geniigt. Diese Bedingung kann durch Ausklammern von «

umgeformt werden zu
5 < (i _ %)
< af 3 o)

a—0

—0

(DaB @ =% gilt, ergibt sich gerade aus der Eigenschaft G(«a) = o(«)
fir « — 0). Aus der Umschreibung der urspriinglichen Bedingung sieht
man aber deutlich, dafl das Geforderte fiir hinreichend kleines 4, also hinrei-
chend genau berechnete Niherungslosung w, immer erfiillbar ist. Wobei das
Wort hinreichend klein konkret bedeutet, dal der Defekt § gerade kleiner
als sup(f — G(a)) zu sein hat. Punkt [ liefert somit keine weitere For-
derungen, sondern ist unter der natiirlich erscheinenden Voraussetzung &
klein, immer erfiillbar. Abbildung [[.1] verdeutlicht die Situation noch ein-
mal graphisch. Hat man einen Defekt (A), so konnte die Nidherungslosung
nicht ausreichend genau bestimmt werden und man erhélt keine Einschlie-
Bung, wohingegen bei einem Vorliegen von Defekt (B) eine ganze Reihe von
FinschlieBungen moglich sind. Die beste EinschlieBung der exakten Losung
erhélt man gerade dadurch, da§ man min{a : 6y < % — G(a)} bildet.
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1.2

(A)

0.8

G

04r

(B)

0.2

Abbildung 1.1: Beispielverlauf der Funktion % — G(«) zur Verdeutlichung
der Bedingung 0 < % — G(«a)
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Kapitel 2

Modell einer Hangebriicke:

In diesem Abschnitt wird ein moglichst einfaches Modell fiir eine
Héngebriicke entworfen, um daran das Schwingungsverhalten bei periodi-
scher Anregung, z.B. durch Wind, untersuchen zu kénnen. FEin einfaches
Modell bedeutet, dal moglichst viele Vereinfachungen vorgenommen wer-
den sollen, die Charakteristiken der realen schwingenden Briicke sich in dem
Modell aber dennoch wiederspiegeln sollen.

Dieses Modell wird dann auf vielfélltige Weise in Kapitel [3] weiteruntersucht.
Zum einen werden fiir die verschiedenen Parameter des Modelles Parame-
terstudien in Form von Verzweigungsdiagrammen vorgestellt. Einzelne Be-
wegungsbilder von Losungen des Modells sind, um deren Verschiedenheit zu
demonstrieren ebenfalls vorhanden. Zum anderen ist aber auch der in Kapi-
tel [l vorgestellten Algorithmus zur gesicherten Existenz und Einschliefung
von periodischen Systemen von Randwertproblemen beispielhaft auf zwei
Losungen dieses Modells angewandt, dort zu finden.

2.1 Annahmen und Vereinfachungen:

Als erste Vereinfachung gegeniiber einer realen Hangebriicke, denke man sich
deren gesammte Massen vereinigt in einem Punkte. Zur weiteren Simplifi-
zierung bestehe in diesem Modell die Authingung der Briickenmasse nur aus
zwei Briickentrdgern, die mit der Masse jeweils iiber ein Kabel verbunden
seien. Die Kabel verhalten sich unter Ausdehnung wie einfache Hooksche-
Federn (die Zugkraft ist der Kabelverléngerung proportional). Bei Zusam-
menziehen iiben die Kabel aber, anders als Federn, auf die Masse keinerlei
Kraft aus. Weiterhin seien die beiden Kabel in Bezug auf ihre Federkon-
stanten als identisch vorausgesetzt. Die Briickenseile weisen also ein asym-
metrisches Steifigkeitsverhalten auf.

Auf die Masse wirkt die Schwerkraft, die sie nach unten zu einem Gleich-
gewichtspunkt zieht, bei dem sich Schwerkraft und die Riickstellkréifte der
gedehnten Kabel das Gleichgewicht halten. Es soll dann, mit Hilfe des Mo-
dells, die Antwort des Systems auf vertikale periodische Kraftanregung, wie
sie etwa durch Wind oder durch eine marschierende Soldatenkolone gegeben
ist, untersucht werden. Dabei wirke weiterhin eine der Bewegung entgegen-
gesetzte Dampfung. Abbildung 2.1] soll helfen das in Worte gefafite Modell
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Kabel 1 C

Abbildung 2.1: Einfaches Modell einer Hangebriicke: Die Punktmasse wird
von zwei Kabeln, die an Briickentrigern (S1 und S2) befestigt sind, gehal-
ten. Die Abbildung zeigt zwei mogliche Zusténde des Systems bei Anregung
durch eine vertikale Kraft (Asin(ut)). Der erste Zustand zeigt die Masse an
einem tiefen Punkt, so daf§ die Kabel gespannt sind und sich wie Hooksche-
Federn verhalten. Beim zweiten Zustand héangen die Kabel lose durch und
iiben keine Krifte auf die Punktmasse aus.

zu verdeutlichen.

In der Nihe des Gleichgewichtspunktes, bei nur schwacher vertikaler An-
regung und in Bezug zu den beiden Briickentrdgern symmetrischen An-
fangsbedingungen (Bewegung der Masse exakt in der Mitte zwischen den
Aufhéngungspunkten, keine horizontale Bewegung) verhilt sich die Bewe-
gung annihernd linear und besteht aus der erwarteten Auf- und Abbewe-
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gung. Die Losung wird nur sehr schwache vertikale Auslenkungen haben
und auch weiterhin symmetrisch zu den Briickentrdgern bleiben.

Fine Frage, die sich dann natiirlich sofort stellt: Wie verhalten sich
Losungen, wenn man ihnen keine symmetrischen Anfangsbedingungen
mitgibt, sondern ihnen die Bewegung in der ganzen zweidimensionalen
Briickentrigerebene erlaubt? Existieren nur vertikale Schwingungen oder
gibt es bei gleicher Kraftanregung auch zweidimensionale periodische Bewe-
gungen?

2.2 Die beschreibenden Gleichungen:

Hier werden nun die Gleichungen, die die Bewegung der Punktmasse (als
Modell fiir die Hédngebriicke) beschreiben, aufgestellt. Dazu werden aus-
schliefilich zwei Anwendungen des Newtonschen-Gesetzes benotigt:

d _,
wobei m die Masse des Korpers, ¢ dessen Geschwindigkeit und F die an ihm
angreifenden Krifte bezeichnet. Da bei dem betrachteten Modell die Masse
iiber die Bewegung hinweg konstant ist, wird das Newtonsche-Gesetz in der
Form mv = m# = F fiir jede Koordinatenrichtung angewendet.

Wie Abbildung 2.1] zeigt, ist die Punktmasse P iiber zwei identische mas-
selose Kabel mit den unbeweglichen Briickentrigern S und S verbunden.
Die beiden Kabel verhalten sich, wie schon zuvor beschrieben: Bei Ausdeh-
nung wie lineare Hooksche-Federn, ihre Zugkraft ist also proportional zur
Ausdehnung. Im unverlingerten Zustand (also etwa bei Durchhéingen der
Kabel) iiben diese keine Kraft auf die Punktmasse aus. Bei Verwendung
des in Abbildung 2.1] dargestellten Koordinatensystems, hat der Punkt Sy
die Koordinaten (0,0) und Punkt S» die Koordinaten (3,0). An der Punkt-
masse greifen die vertikale periodische Erregerkraft, die Gewichtskraft und
eine der Bewegung entgegengesetzte Dampfungskraft, die sich der Geschwin-
digkeit proportional verhalten soll, an. Die Position der Punktmasse wird
in Abhéngigkeit der Zeit ¢ durch (z(t),y(t)) beschrieben. Es ergeben sich
dann die beiden folgenden Gleichungen:

mi = —k(S1P — lg)* cos a4 k(SeP — 1y) T cos B — ci,
mij = —k(S1P —lo)* sina — k(S2P — lo) " sin 8 — cj + mg + Asin(put),

wobei S P und S>P die Distanzen der Punktmasse zum jeweiligen Triger,
lp die Lénge des ungedehnten Kabels, k die Federkonstante des Kabels, «
und 3 die in der Zeichnung angegebenen Winkel jeweils zwischen dem ersten
und zweiten Kabel und der z-Achse, m die Masse, g die Erdbeschleunigung,
¢ den Dampfungskoeffizienten, A\ ein Parameter fiir die Stérke der vertikalen
FErregerkraft und p die Frequenz der Erregerkraft bezeichnet. Weiterhin sei
die Notation (.)* definiert durch:

ut u u>0
0 u<o0
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Solche Nichtlinearitit taucht in den Gleichungen wegen des unterschied-
lichen Verhaltens der Trégerkabel bei Auseinanderziehen und Zusammen-
stauchen auf. Ersetzt man die Lingen und Winkelbeziehungen in den obigen
beiden Gleichungen durch Terme in x und y erhélt man schliellich:

z? +y

+ 1_ .
+k<\/(§—$)2+y2—lo> 2
VG- +y?
— cz,

mi = —k (x/x2—|—y2 -

z)+iy

l<:<\/(%x)2+y2l0)+ /(;_i)2+y2

— ¢y + mg + Asin(ut).

Dies sind zwei gekoppelte, nicht autonome, nichtlineare Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung, die die Bewegung der Punktmasse in zwei Dimensio-
nen beschreiben. Setzt man fiir #(t) = 1, so ist die erste Differentialglei-
chung identisch erfiillt und man erhélt nur noch eine Differentialgleichung
fiir y(¢). Diese Losung steht in Verbindung mit der zu beiden Briickentrigern
symmetrischen Losung. Wihlt man jedoch unsymmetrische Anfangswerte,
so kann die Lésung durchaus auch unsymmetrisch sein.

Da es in Bezug auf die Untersuchungen des Modelles mit Hilfe des in Kapitel
[ gegebenen Algorithmus von Vorteil sein wird, eine stetig differenzierbare
Nichtlinearitét vorliegen zu haben, wird fortan aber das Problem betrach-
tet, das man erhilt, falls man statt der oben angegebenen Funktion (.)T,
die folgende stetig differenzierbare Definition verwendet.

+._u (3)2
u o 2+ 5 + €.

Man sieht, fiir ¢ = 0 stimmt das zweite Modell mit dem ersten iiberein.
Fiir € > 0 klein erhélt man aber eine gewisse Glattung, was nichts anderes
heiBen soll, als da die Ableitung von (.)* nun keinen Sprung mehr aufweist,
sondern stetig ist. Es mag auf den ersten Blick relativ willkiirlich erscheinen,
die Funktion (.)* auf diese Art zu definieren, aber die zuvor vorgestellte
Funktion (.)" ist ebenso wie die neue nur eine Niherung der Wirklichkeit.
Kein Seil dieser Welt verhilt sich tatsédchlich wie eine ideale Hooksche Feder
und iibt bei zusammengezogenem Zustand keinerlei Kraft auf die Masse
aus. Allein dadurch, dal nicht alle Fasern eines Tragseiles exakt gleich
lang sind, werden immer zuerst nur einige Fasern Zug ausiiben, bis dann
schliellich alle Fasern an der Briickenmasse ziehen. Man hat also einen
kontinuierlichen Ubergang zwischen keiner Ausiibung eines Zugs und voller
Ausiibung des Zugs nach dem Hookschen Gesetz, also keinen Knick. Insofern
ist das gewahlte Modell vielleicht sogar ein Stiick nidher an der Realitét, da

46



ein glatterer Ubergang von Kraftausiibung zu keiner Kraftausiibung auf die
Masse gegeben ist.

2.3 Eigenschaften der Losung:

Hat man Losungen, etwa auf numerischem Wege, fiir das Modell der
Héangebriicke gefunden, so ist es moglich, aus diesen auf rein analytischem
Wege weitere Losungen zu gewinnen und damit ein weitaus umfangreiche-
res Verzweigungsdiagramm zu erhalten, als nur mit Hilfe der Numerik. Die
Vorgehensweise beschreiben die beiden folgenden Lemmata:

2.3.1 Lemma (Zeitsymmetrie):

S

Ist < :yc ) eine Losung des Modellproblems, so ist auch (

O

<

( ‘; > (t+42%) mit i € Z eine Losung,

Beweis: Der Beweis erfolgt durch einfaches einsetzen:

(o=(D)ers (Do=(3)ews

Setzt man s :=1¢ + i%’r, so erhélt man:

mi = —k(VE 4§ — )
Vi + 2

VTN ER A S ci,
(53— 22+
x(s)
mi(s) = —k(\/z2(s 2(5) — o)t
(5) (VG 76— o) s
1
(/& = 25)2 1 42(6) — lo) 2 ) ci(s),
V& = 2(5)2 +42(s)
mi = —h(/E P o)L
4 +y
—k(\/(3 =22+ 52 —1o)" . y~)2+~2—cﬂ+mg+)\sin(ut)
73— Y
mii(s) = —k(~/22(s 2(5) — I y(s)
i(s) (V) +706) — ) e
R ETD R p—
v V& —a()? +2(s)
—cy(s) + mg + Asin(ps).
]
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2.3.2 Lemma (Raumsymmetrie):

Ist < :; > eine Losung des Modellproblems, so ist auch <

Sy &
~~_
=
Il

i ¢
( 2 y ) (t) eine Losung.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch einfaches einsetzen:
i —d I —i
) t) = . t = t . t
()o=(5)o (5)o-(7)w

mi = —k(VI2+ P2 — o) e

j2+g2
1_z .
+h(y/ (3 = 2)2+§% — o) —==2 — ci,
(3-2)°+7
iz
—mi = —k(1/(3-2)2+y2—1lo)" 2
(3 —2)* + vy

532—*-1?2
—k(\/ (3 =22+ 72—1lo)" - Y — ¢y +mg + Asin(ut)
mij = —k(\/(3 —2)?+y?—l)* )
(3 —2)* + ¢
Yy
k(=G =2+~ lo)*

—cy + mg + Asin(ut).

Wenn man nun die erste Gleichung mit —1 multipliziert und die Ausdriicke
% - (% — x) zu x vereinfacht und einzelne Terme umstellt, erhdlt man die
Behauptung. O

2.4 Verfeinerungsvorschlige zum einfachen Mo-
dell der Hangebriicke:

Beim Studium der Literatur, die sich mit dem Modellieren von schwingenden
Hangebriicken beschéiftigt, fallt auf, daf es dafiir ganz unterschiedliche Ideen
und Ansatzpunkte gibt. In den folgenden Abschnitten wurde nun versucht
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einige diese Ideen so umzuformen, daf sie auf das im letzten Abschnitt vorge-
stellte Modell angewandt werden konnen. Der néchste Abschnitt z.B. sucht
nach einer Antwort auf die Frage, wie man den Energieverlust beim Straf-
fen der Seile beschreiben kann. Der darauf folgende Abschnitt untersucht
wie nicht mehr statische, sondern selbst schwingende Briickenaufhdngungen,
Einflufl auf das Modell nehmen.

2.4.1 Hinzufiigen einer asymmetrischen Dissipation:
Annahmen und Voraussetzungen:

In diesem Abschnitt soll das einfache Modell einer Hangebriicke, das ja
asymmetrische Steifigkeitseigenschaften aufweist (Tragseile verhalten sich
unter Zug wie Hooksche Federn, bei Durchhéingen iiben sie hingegen kei-
nerlei Kraft aus), noch um eine asymmetrische Dissipation ergéinzt werden.
Dabei soll dem von P. Vielsack und H. Wei in [6] vorgeschlagenen Weg ge-
folgt werden.

Das urspriingliche Modell besitzt ja bereits eine kleine viskose Dampfung,
die aber unabhéngig von der Grofle und der Schwingweite der Bewegungs-
form ist. Die Erweiterung soll nun darin bestehen fiir groflere Schwingwei-
ten zusétzliche Dissipation einzufithren. Dies ist notwendig, da Untersu-
chungen an seilabgespannten hohen Masten gezeigt haben, dafl fiir solche
Bewegungen die dann auftretenden Eigenbewegungen der Seile infolge ste-
hender und laufender Wellen zu erheblicher Energieabstrahlung fithren, die
nicht mehr durch die lineare viskose Dédmpfung addquat beschrieben werden
kann. Diese Energieverluste, die auftreten, wenn eines der Seile von Zustand
durchhéngend in den Zustand gespannt iibergeht, sollen durch einen Stof3
modelliert werden. Die asymmetrische Seileigenschaft wird somit erginzt
durch einen asymmetrischen Energieverlust.

Das mechanische Modell:

Sei m die Briickenmasse, Iy die ungedehnte Seillinge, k& die Federkonstante
des Tragseils, ¢ die Dampfungskonstante der viskosen Dampfung, ¢ die
Erdbeschleunigung und A die Stérke der Kraftanregung, so gelten in dem
Zeitbereich, in dem kein Ubergang von ungespanntem zu gespanntem Seil
vorkommt, weiterhin die Bewegungsgleichungen fiir die Punktmasse in der
Ebene, die im einfachen Modell einer Hangebriicke gefunden wurden:
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Abbildung 2.2: Verdeutlichung der lokalen Koordinatensysteme &-n in Kabel
1 bzw. Kabel 2 jeweils gerade beim Ubergang zwischen durchhingendem
und gestrafftem Seil.

_k< (;—x)2+y2—10>+ : i

— ¢y + mg + Asin(ut).

Sei nun t; der erste Zeitpunkt, fiir den eines der beiden Seile vom
durchhéngenden, in den gespannten Zustand iibergeht, d.h. fiir alle € > 0
gelte

Va2(ty —e) +y2(t1 — €) < lp und \/22(t; +€) +y2(t1 +¢) > Iy

oder

V& —alts— )2+ 520 — ) <o und \/(§ — lts + )2 +y2(t1 + €) > o,

Zu diesem Zeitpunkt findet also, aufgrund der oben gemachten Voriiberle-
gungen eine Energieabstrahlung iiber die Eigenbewegung des plotzlich ge-
spannten Seiles statt, die hier durch einen Stofl nachmodelliert werden soll.
Dabei soll die Stofiwirkung aber nur in Seilrichtung, die wie in Abbildung
mit & bezeichnet sei, und nicht in der senkrechten dazu stehenden 7
Komponente spiirbar werden. Man hat also in Seilrichtung

Vgnen 1= lim we(t) = v lim ve(t) = voga

und senkrecht dazu

Up,neu -= tiitllﬂ}ro vy(t) = ti%&?lo vy(t) =1 vy alt,
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mit einer Stofizahl v zwischen null und eins. Fiir das z-y-Koordinatensystem
liest sich das dann als

Tpeu\  (cosa —sina) (v 0 cosa  sina) [Zax
Unew/  \sina cosa 01 —sina cosa ) \ Yalt

_ v cos? asin® av U COos asin v — cos o sin o Talt
~ \vcosasina — cosasina vsin? a + cos® a Yalt
fiir einen Stof} im linke Seil und als
Tpeuw) [—cosfB —sinf v 0\ [—cosfB sing Talt
e/ \ sinf  —cosB)\0 1)\ —sinf —cosB) \ Gai
_ v cos® Bsin® 3 —vcos(Bsin 3+ cosBsin B\ [ Zan
~ \ —vcos3sin 3 + cos Bsin 3 vsin? B + cos? 3 Yalt

fiir einen Stofl im rechten Seil. Fiir den néchsten Zeitpunkt ¢o, fiir den wieder
ein Ubergang von unbelastetem Seil zu gespanntem Seil vorliegt, geht man
dann analog vor.

Ergebnisse:

Um zu verdeutlichen, wie die Bewegung einer Punktmasse fiir dieses Modell
aussehen kann, wurde in Abbildung 2.3l fiir einen bestimmten Parametersatz
eine periodische Naherungslosung in der z-y-Ebene dargestellt. Man kann
die Knicke in der Bewegung, verursacht durch den Stofl beim Spannen des
Seiles, deutlich erkennen. Bei einer realen Bewegung sind die Knicke aller-
dings nicht so offensichtlich, da sie durch die unterschiedliche Wahl der Ska-
lierung auf der z- und y-Achse in der Abbildung stark iiberbetont werden.
In den beiden Abbildungen in 2.4], sind zu der in Abbildung 2.3 gezeigten
Naherungslosung, einmal & {iber x und zum anderen g iiber y aufgetragen.
Man kann deutlich die vertikalen Spriinge in den beiden Phasenportraits
erkennen, die durch den Stof erzeugt werden.

2.4.2 In Phase und 180 Grad in Gegenphase schwingende
Briickentriger

In diesem Abschnitt soll die Bewegung des Briickenmassenpunktes bei peri-
odischer Anregung der Briickentriager untersucht werden. Die Oszilation der
Tiirme, die die Briicke tragen, kann durch verschiedene Dinge hervorgerufen
sein. Zum einen ist etwa denkbar, dafl die seitlichen Abspannseile, die dem
Wind ausgesetzt sind, ihre periodische Schwingung in die Briickentiirme in-
duzieren. Zum anderen kénnen aber auch Windeffekte verantwortlich sein,
die unmittelbar auf die Tiirme oder das Kabelsystem der Briicke wirken. An
der “berithmten” Takoma Narrows Bridge wurden z.B. auch solche Turmos-
zilationen festgestellt. Dabei lief die Bewegung der beiden Tiirme entweder
in gleicher Phase oder aber die Briickentriger schwangen 180 Grad in Ge-
genphase.
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Abbildung 2.3: Bahn der Briickenpunktmasse in der xz-y-Ebene bei Verwen-
dung der Parameter ¢ = 1EF — 9, m = 1, k = 10, ¢ = 0.05, I = 0.3025,
A =89 und p = 1. Als Dadmpfung beim Stofl wurde v = 0.9 verwendet. Die
dargestellte Losung hat die gleiche Periode, wie die Anregung. Man kann
im Bild sehr deutlich den Knick erkennen, den die Bahn beim Stof, also
beim Ubergang zwischen durchhéingendem und gestrafftem Seil macht. Bei
Verwendung gleicher Maf3stdbe auf der z- und y-Achse, fillt der Knick dann
aber nicht mehr so stark ins Auge.

Abbildung 2.4: Auf dem linken Bild sieht man, fiir die in Abbildung 23] ge-
zeigte Losung, & gegen z aufgetragen. Rechts wurde g gegen y aufgetragen.
In beiden Bildern sind deutlich die vertikalen Spriinge, d.h. die unstetigen
Ubergiinge der Geschwindigkeit, verursacht durch den StoB beim Ubergang
des Kabels vom durchhéingendem zum gestrafften Zustand zu erkennen.
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Das mechanische Modell:

Sei m die Briickenmasse, [y die ungespannte Seillange, k die Federkonstante
des Tragseils, ¢ die Dampfungskonstante der viskosen Démpfung, g die Erd-
beschleunigung und A die Stérke der Kraftanregung. Da nur das urspriing-
lich betrachtete einfache Briickenmodell erweitert werden soll, gilt weiterhin
die in 2.2] aufgestellte Grundgleichung:

d’x —_— -5 dx
moy = —k(S1P — o)t cosa + k(SoP —lg) T cos 3 — c
d?y - 5 dy
mog = —k(S1P —lg)Tsina — k(SoP —1p) T sin 3 — o + mg + Asin(ut),

wobei nun allerdings die Aufhidngepunkte S; und So der Briicke nicht
mehr als ortsfest angesehen werden. Sei die Ortskoordinate des ersten
Aufhéngepunktes mit (x1(t),y1(¢)) und die des zweiten Aufhingepunktes
mit (x2(t),y2(t)) beschrieben. Es ergeben sich somit die Beziehungen:

SiP=+/(z—21)%+ (y — )2
SoP = /(w2 — )2 + (y — 12)?

T — T . Y-
coso = sina =
V(@ —a1)? + (y — 1) V(@ —a1)? + (y — 1)
cos 3 = 27 sin 8 = y

V(2 — )% + (y — y2)? V(2 — )% + (y — y2)?

Da die vertikale Verschiebung des Aufhingepunktes gegeniiber der horizon-
talen sehr klein ist, soll diese hier vernachlissigt werden. Es werden die
zwel Félle der in Phase und der um 180 Grad in Gegenphase schwingenden
Briickentréger untersucht.

Fall 1: Bei den um 180 Grad aus der Phase schwingenden Briickentragern
unter Vernachlidssigung der vertikalen Bewegung, ergeben sich die
Ortskoordinaten der Aufhidngepunkte zu

—Ssi 1 i
S, = ( 5SSH/M>’ Sy = (2 +(5081th)7

mit der Aufhdngungsschwingweite §. Setzt man alle gefundenen Be-
ziehungen in die Grundgleichung ein so erhélt man:

x + dsin ut
V(4 dsin pt)? + 42
3+ dsinput —a

\/(%+5sinut—x)2+y2

mi = —k(y/(z + dsinpt)2 + y2 — o)™

+k‘(\/(% +dsinpt —x)2 +y2 — 1)t

—cz,

mij = —k(\/(x + dsin ut)2 + y2 — lp) " y
Y (\/( p* +y 0) \/($+(5sinut)2+y2
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Yy
\/(%+5sinut—x)2+y2

- k(\/(% +dsinpt —x)2 +y2 — o)t
— ¢y +mg + Asin(ut).

Fall 2: Bei den in Phase schwingenden Briickentrédgern unter Vernachléssi-
gung der vertikalen Bewegung ergeben sich die Ortskoordinaten der
Aufhingepunkte zu

[ —dsinput _ %—6sinut
n () e

mit der Aufhdngungsschwingweite §. Setzt man alle gefundenen Be-
ziehungen in die Grundgleichung ein so erhélt man:

x + dsin ut
V(4 dsin pt)? + 42

L Ssinput —
+k‘(\/(%—5sinut_x)2+y2_lo)+ 3 sin ut — x
\/(%—5Sinut_x)2+y2

mi = —k(y/(z + dsinpt)2 + y2 — o)™

— cz,

mij = —k(\/(z + dsinut)2 + y2 — lp)*

Y
V(x4 6sin pt)? + 42

—k(\/(%—5sin,ut—:c)2+y2—lo)+\/(1 — yt YR
5 —Osinput —x y

— ¢y + mg + Asin(ut).

Ergebnisse:

In Abbildung sind zwei Naherungslosungen fiir das Problem der um
180 Grad in Gegenphase schwingenden Briickenaufhdngungen zu sehen.
Thre Ahnlichkeit mit in Abbildung und Abbildung [3.3] gezeigten Néhe-
rungslosungen fiir unbewegliche Briickenaufhdngungen ist uniibersehbar.
Wohingegen die in Abbildung gezeigte Ndherungslosung fiir in Phase
schwingende Briickenaufhingungen keine Ahnlichkeiten mit diesen Losun-
gen zeigt.
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Abbildung 2.5: Bahn der Briickenpunktmasse in der z-y-Ebene bei um 180
Grad aus der Phase schwingenden Briickenauthéingungen unter Verwendung
der Parameter e = 1E — 9, m = 1, k = 10, ¢ = 0.05, [y = 0.3025, A = 8.9,
# = 1 und Aufhdngungsschwingweite § = 0.05. Die zuoberst dargestellte
Losung hat die gleiche Periode wie die Anregung. Sie zeigt eine leicht er-
kennbare Verwandtschaft, mit der in Abbildung dargestellten Losungen
fiir unbewegliche Briickenaufhéingungen. Die unten dargestellte Losung hat
die doppelte Periode der Anregung. Diese Losung zeigt wiederum eine leicht
erkennbare Verwandtschaft, mit der in Abbildung dargestellten Losun-
gen fiir unbewegliche Briickenaufhédngungen.
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Abbildung 2.6: Bahn der Briickenpunktmasse in der z-y-Ebene bei in glei-
cher Phase schwingenden Briickenaufhédngungen, bei Verwendung der Para-
meter e = 1EF -9, m =1, k=10, ¢ = 0.05, lp = 0.3025, A =89, u =1
und Aufthdngungsschwingweite § = 0.05. Die dargestellte Losung hat die
gleiche Periode, wie die Anregung. Die gefundene Losung hat im Gegensatz
zu den Losungen fiir die um 180 Grad aus der Phase schwingenden Briicken-
aufhéngungen in Abbildung keine offensichtlichen Ahnlichkeiten mit den
in Abbildung 32l Abbildung 3.3 und Abbildung [34] dargestellten Lésungen

fiir unbewegliche Briickenaufhdngungen.
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Kapitel 3

Numerische Ergebnisse:

Im Kapitel B] werden die Ergebnisse der Diplomarbeit wiedergegeben. Das
Kapitel 148t sich in zwei grofie Teile aufgliedern. Im erste Teil B.1] wird
das in Kapitel [2] vorgestellte einfache Modell der Hangebriicke anhand von
Verzweigungsdiagrammen fiir unterschiedliche Parameter und ausgewihl-
ten Darstellungen der Bahnkurven fiir interessant erscheinende Parameter
untersucht. Der zweite Teil enthélt die Ergebnisse, die man erhélt, wenn
man den in Kapitel [l vorgestellten Algorithmus auf zwei unterschiedliche
Naherungslosungen des Modells der Héngebriicke anwendet, um fiir diese
die Existenz einer exakten Losung in einer Umgebung der Ndherungslosung
zu beweisen.

3.1 Parameterstudien fiir das einfache Modell der
Hingebriicke:

In diesem ersten groflen Abschnitt des Kapitel B] werden, wie schon oben
erwihnt, die FEigenschaften des Hédngebriickemodells in Form von Verzwei-
gungsdiagrammen und einzelnen Bahnkurven dargestellt. Zur Berechnung
der einzelnen Losungen dieser Verzweigungsdiagramme wurde meist ein
Runge-Kutta Verfahren verwendet, das mit einem verniinftig gew&hlten
Startwert tiber 2000 Periodendurchginge der anregenden Kraft laufen ge-
lassen wurde und danach ein Newtonalgorithmus auf diese Losungen an-
gewandt. (Fiir genauere Informationen iiber das Verfahren, das verwendet
wurde siehe [[L3.1]). Losungen, die instabil waren wurden nur mit dem New-
tonalgorithmus berechnet, wobei eine Ndherungslésung eines benachbarten
Parametersatzes als Startlosung der Iteration diente.

In den nun folgenden Unterabschnitten findet man einige Erleuterungen zu
den Verzweigungsdiagrammen, die sich am Schluf3 von B.I] befinden. Die
Werte die in den einzelnen Verzweigungsdiagrammen aufgetragen wurden,
sind so gewdhlt, dafl die Verzweigungen moglichst gut hervor treten und
keine gegenseitigen Uberdeckungen der Losungszweige vorliegen. Dies be-
dingt nun aber leider, daf§ die einzelnen Diagramme nicht direkt (an Hand
der aufgetragenen Zahlenwerte) vergleichbar sind.
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3.1.1 Studie fiir den Parameter X\:

In Abbildung B sieht man ein Verzweigungsdiagramm fiir den Parame-
ter A zwischen 8.85 und 9.2. Der in der Mitte ziemlich gerade verlaufende
Zweig aus Pluszeichen gehort zu einer einfachen Auf- und Abschwingung,
die in Abbildung fiir A = 8.9 dargestellt ist. Man kann wunderbar er-
kennen, wie es ungefihr beim Parameter A = 9 zu einer Verzweigung mit
Periodenverdoppelung kommt. Fiir den weiterhin mit einfacher Periode ver-
laufende Zweig, zwischen den Zweigen mit der Peridenverdoppelung werden
die Losungen instabil und kénnen dadurch nur noch mit dem Newtonalgo-
rithmus, aber nicht mehr mit dem Runge-Kutta Verfahren, bestimmt wer-
den. Auch bei den Lésungszweigen, deren Losungen eine vierfachen Periode
in Bezug zur Anregung besitzen kann man den Effekt des Verzweigens und
der Periodenverdoppelung ganz am Ende der vier Zweige erkennen. Abbil-
dung B4 zeigt, ebenfalls fiir den Parameter A = 8.9, eine Losung aus diesem
Losungszweig mit vierfacher Periode der Anregung. Die beiden Zweige mit
einfacher Periode, die neben der einfachen Auf- und Abschwingung liegen,
gehoren zu einer unsymmetrischen Schwingung, die in Abbildung B.3], auch
fiir den gleichen A-Wert wie die letzten Bahnkurven, dargestellt ist. Die
Parameter der Losungen, die man in den Abbildungen [3.2] und [3.4] sieht
wurden absichtlich exakt gleich gewdhlt um dem Leser die Vielfalt und Un-
terschiedlichkeit der Losungen bei gleichen Parametern zu zeigen.

Abbildung zeigt ebenso wie Abbildung [B1] ein Verzweigungsdiagramm
fiir den Parameter A, nun aber mit einem anderen Wert fiir die ungestreckte
Liénge der Tragseile lo. Man kann deutlich die Ahnlichkeit zwischen den
beiden Verzweigungsdiagrammen erkennen, mit dem einen Unterschied, dafl
diesmal die unsymmetrische Losung, die mit der gleichen Periode wie die
anregende Kraft schwingt im hinteren Bereich, also erst nach Periodenver-
doppelung der einfachen Auf- und Abschwingung, auftritt.

Abbildung zeigt dann fiir den gleichen Parametersatz ein Verzweigungs-
diagramm in A, das nur die Losungszweige enthélt, deren Losungen mit der
drei- oder sechsfachen Periode der Anregung schwingen. Man kann erken-
nen, wie zuerst eine Periodenhalbierung und spéter wieder eine Periodenver-
dopplung stattfindet. Die beiden Abbildungen B.7] und [3.8] zeigen, wie solch
ein periodenhalbierender Ubergang bei den Bahnkurven der Briickenmasse
aussehen kann. Die Grundcharakteristika sind sowohl bei der Lsung mit
der dreifachen als auch bei der Lésung mit der sechsfachen Periode &dhnlich.

3.1.2 Studie fiir den Parameter ¢:

Abbildung zeigt ein Verzweigungsdiagramm fiir den Parameter ¢ fiir
den 22 + y? zum Zeitpunkt ¢ = 0 aufgetragen wurde. Alle darin darge-
stellten Losungen haben die gleiche Periode wie die anregende Kraft. Man
sieht deutlich wie die beiden dufleren Zweige, die zu einer unsymmetrischen
(in Bezug zu x = 0.25) Losung gehoren in den mittleren Zweig, der zu ei-
ner einfachen eindimensionalen Auf- und Abschwingung gehort, einmiinden.
Abbildung zeigt diesen Vorgang des Einmiindens direkt an einzelnen
Bahnkurven fiir bestimmte Parameter €. Das gleiche Verhalten konnte auch
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an einer Niherungslosung beobachtet werden, die die vierfache Periode der
Anregung besafl und die fiir ¢ im Bereich von 10e-4 auch in eine einfache
Auf- und Abbewegung einmiindete.

Diese Beobachtungen an sich stellen aber schon eine starke Kritik am Mo-
dell selbst dar. Offensichtlich existieren viele Losungen nur fiir den Fall
eines Knickes in der (.)* Funktion, also im alternativen Modell fiir & — 0
und verschwinden fiir gléttere Ubergéinge zwischen Ausiibung einer Kraft bei
gespanntem Seil und keiner Ausiibung einer Kraft bei durchhéingendem Seil.
Diesen harten Knick beim Ubergang wird man aber in der Natur vergeblich
suchen, da schon allein dadurch, daf} ein Stahlseil aus mehreren Trossen auf-
gebaut ist, die nicht alle exakt gleichlang sind, also einzelne Stringe etwas
frither Kraft ausiiben als andere ein kontinuierlicherer Ubergang gegeben
ist. Es ist daher hochst fraglich wie und ob {iberhaupt Ergebnisse aus der
Untersuchung an diesem Modell auf real existierende Briicken iibertragen
werden konnen.

3.1.3 Studie fiir den Parameter k:

Fiir den Parameter k findet man zwei Verzweigungsdiagramme. Im er-
sten Diagramm (Abbildung [BI7]) sind ausschlielich Losungen dargestellt,
die nur eine einfache eindimensionale Auf- und Abschwingung durchfiihren,
wahrend im zweiten (Abbildung B.I12) nur Zweige mit Losungen zu finden
sind, die eine tatsdchlich zweidimensionale Bewegung durchfithren. Auch
hier kann man, wie spéter auch bei der Untersuchung des Parameters pu,
die Periodenverdopplung an mehreren Stellen beobachten. Zum einen sieht
man wie eine Losung mit der dreifachen Periode der Anregung iibergeht
in eine Losung mit der sechsfachen Periode, zum anderen kann man auch
einen Ubergang von der gleichen Periode wie die Anregung zu der doppelten
und wieder zuriick zur einfachen beobachten. In Abbildung B.12] sind solche
Ubergénge leider nicht zu finden, obwohl auch dort Losungszweige nur iiber
einen bestimmten Bereich hin verfolgt werden konnten. Warum die Losun-
gen auferhalb dieses Bereichs nicht mehr mit dem Runge-Kutta Verfahren
zu finden sind ist mir nicht klar, da eigentlich alle Losungszweige sehr glatt
sind, auch an den Stellen, an denen sie verloren gehen.

Obwohl Abbildung und Abbildung BI4, wenn man sich Abbildung
in y-Richtung etwas auseinandergezogen vorstellt, sehr dhnlich sind
entstammen sie doch ganz unterschiedlichen Lésungszweigen. Abbildung
[B.I14] stammt dabei aus dem oberen und Abbildung aus dem unteren
Losungszweig mit zweifacher Periode der Anregung im Verzweigungsdia-
gramm

In Abbildung [3.17] ist dann eine Naherungslosung dargestellt, die obwohl
sie so chaotisch und an manchen Stellen sogar kantig wirkt, doch nur eine
sechsfache Periode der Anregung besitzt und somit keinesfalls chaotisch ist.
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3.1.4 Studie fiir Parameter u:

Im Verzweigungsdiagramm in Abbildung .16 in dem iiber dem Parameter
p der Wert y? + 9 aufgetragen wurde, sind ausschlieBlich Lésungen dar-
gestellt, die nur eindimensionale Schwingungen ausfiihren, also nur einfache
auf und ab Bewegungen. Verbliiffend ist hierbei die Menge unterschiedlicher
Losungszweige. Dies Fiille unterschiedlicher Losungen wire noch grofier,
wéren auch die Losungen, die eine dreifache Periode in Bezug zur Anre-
gung besitzen mit in das Diagramm aufgenommen worden. Diese wurden
aber, da nur sehr viel, oftmals nur {iber kurze u-Bereiche bestehende Zweige
gefunden wurden der Ubersichtlichkeit zu liebe, hier aufien vor gelassen. In-
teressante Bereiche sind der Bereich um p = 1.2 in dem zwei Zweige mit der
gleichen Periode sehr nah beieinander vorbeilaufen, und doch beide stabil
weiter existieren. Auch sehr schon beobachten kann man eine Periodenver-
doppelung, die dann wieder in eine einfache Periode iibergeht. Es ist zu
vermuten, dafl bei dieser Periodenverdoppelung zwischen den beiden Zwei-
gen mit der doppelten Periode weiterhin ein Zweig mit der gleichen Periode,
wie die Anregung existiert, der aber da er vermutlich instabil ist, mit dem
hier verwendeten Runge-Kutta Verfahren, nicht berechnet werden konnte.

In Abbildung B.17 sind dann die Losungszweige zu sehen, bei denen eine
tatsdchliche zweidimensionale Bewegung stattfindet. Der Losungszweig mit
den gelben Pluszeichen gehort zu einer unsymmetrischen Bewegung, die die
gleiche Periode wie die Anregung besitzt, weswegen man durch Spiegelung
an der x = 0.25 Achse Losungen eines zweiten Losungszweiges erhilt. Bei
den Losungszweigen mit der vierfachen Periode der Anregung kann man
deutlich erkennen, wie diese aus einer Losung mit zweifacher Periode her-
vorgehen, die aber leider nicht weiter verfolgt werden konnte.

3.1.5 Zusammenfassung:

Die einzelnen Verzweigungsdiagramme und auch die einzelnen exemplarisch
herausgegriffenen Bewegungsverlidufe demonstrieren, wie unermefllich grof3
das Spektrum verschiedenartiger Losungen ist. Die Bandbreite reicht dabei
von einfachen Auf- und Abbewegungen, die selbst schon in ungeheuerer
Zahl vorkommen, {iber zu z = 0.25 symmetrischen hiibsch anzuschauenden
Losungen, hin zu unsymmetrische geradezu chaotisch wirkenden Losungen,
oder gar zu Losungen deren Periode entweder so grofl war, dafl sie nicht
gefunden wurde, oder, die tatséichlich unperiodisch waren.

In wie weit diese Ergebnisse nun helfen, bei realen Héngebriicken auftretende
Ph&nomene zu verstehen ist aus mehreren Griinden nicht ganz klar:

1. Die Untersuchung des Parameters ¢ legt nahe, dafl viele im Modell
auftretende Phinomene, durch den Knick in der Funktion (.)* bedingt
sind, der aber in der Natur nicht vorkommen wird.

2. Viele der gefundenen N&dherungslésungen sind von rein mathemati-
scher Natur, da sie so grofle Schwingweiten aufweisen, dafl sie in der
Natur nie vorkommen wiirden, da schon weit vor diesen Schwingweiten
die Briicke in sich zusammenbrechen wiirde.
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3. Es gibt unterschiedliche Auffassungen dariiber, was geschieht, wenn
man von dem einfachen Modell iibergeht zu einer realen Briicke. Die
eine besagt, dafl man die prinzipiellen Ergebnisse auch auf die viel
komplexere Briickenstruktur anwenden kann. Die andere geht aber
davon aus, dafl dadurch, dafl bei einer realen Briicke viel mehr Kom-
ponente miteinander in Wechselwirkung treten und dadurch die ein-
zelnen Bauteile nur geringere Bewegungsmoglichkeiten haben, es eher
zu einer Versteifung der Konstruktion kommt und damit ein ganz an-
deres Verhalten vorliegt, als jenes, das durch das Modell beschrieben
wird.
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Abbildung 3.1: Parameterstudie fiir den Parameter \ zwischen 8.86 und
9.173. Die iibrigen Parameter sind festgelegt auf: ¢ = 10E — 10, m = 1,
k=10, ¢ = 0.05, [ = 0.3025 und p = 1. Die gelben Pluszeichen gehéren zu
Losungen, die mit der gleichen, die blauen x-Symbole zu Lésungen, die mit
der doppelten, die roten Sterne zu Losungen, die mit der vierfachen, und
die blauen Quadrate gehoren zu Losungen, die mit der achtfachen Periode

der Anregung schwingen. Aufgetragen wurde fiir jede Losung z + & +y + ¥
zum Zeitpunk ¢ = 0.
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Abbildung 3.2: Bahn der Briickenpunktmasse in der xz-y-Ebene bei Verwen-
dung der Parameter ¢ = 1E —9, m = 1, k = 10, ¢ = 0.05, [ = 0.3025,
A =8.9und p = 1. Die dargestellte Losung hat die gleiche Periode wie die
Anregung
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Abbildung 3.3: Bahn der Briickenpunktmasse in der xz-y-Ebene bei Verwen-
dung der Parameter e = 1E — 9, m = 1, k = 10, ¢ = 0.05, [y = 0.3025,
A =89 und g = 1. Die dargestellte Losung hat die gleiche Periode wie die
Anregung
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Abbildung 3.4: Bahn der Briickenpunktmasse in der xz-y-Ebene bei Verwen-
dung der Parameter e = 1E — 9, m = 1, k = 10, ¢ = 0.05, [y = 0.3025,
A =89 und pu = 1. Die dargestellte Losung hat die vierfache Periode der
Anregung

64



9.2

|
9.15

9.1

XK K

T
¥ K XOK XX K
X ¥ X K K K K
K x
X
|
9.05

* X
XXX
& X ¥
K x
X
X x
X
*
x**¥
K x
X
*

* ¥

X
>K>KX>K¥>K
3 K KK x X
X
X
X

KKK K K K K K K K K K K ¥ K K X X
|
8.95

X
X
X

1.45
1.4 -
1.35
13
1.25
1.2 -

1.15
8.9

Abbildung 3.5: Parameterstudie fiir den Parameter \ zwischen 8.92 und
9.155. Die iibrigen Parameter sind festgelegt auf: ¢ = 10E — 10, m = 1,
k =10, ¢ = 0.05, lj = 0.32 und p = 1. Die gelben Pluszeichen gehoren
zu Losungen, die mit der gleichen, die blauen x-Symbole zu Losungen, die
mit der doppelten, die roten Sterne zu Losungen, die mit der vierfachen
Periode der Anregung schwingen. Aufgetragen wurde fiir jede Losung x2 -+
zum Zeitpunk ¢t = 0. Die Losungen mit drei- und sechsfacher Periode der
Anregung finden sich in der Abbildung
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Abbildung 3.6: Parameterstudie fiir den Parameter A zwischen 8.942 und
9.095. Die iibrigen Parameter sind festgelegt auf: ¢ = 10E — 10, m = 1,
k =10, ¢ = 0.05, l[p = 0.32 und p = 1. Die gelben Pluszeichen gehéren zu
Losungen, die mit der dreifachen, die blauen x-Symbole zu Losungen, die
mit der sechsfachen Periode der Anregung schwingen. Aufgetragen wurde
fiir jede Losung 22 + y? zum Zeitpunk ¢ = 0. Die Losungen mit ein-, zwei-
und vierfacher Periode der Anregung finden sich in der Abbildung
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Abbildung 3.7: Bahn der Briickenpunktmasse in der xz-y-Ebene bei Verwen-
dung der Parameter ¢ = 1K — 9, m = 1, £k = 10, ¢ = 0.05, Iy = 0.32,
A = 8.942 und p = 1. Die dargestellte Losung hat die sechsfache Periode
der Anregung
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Abbildung 3.8: Bahn der Briickenpunktmasse in der xz-y-Ebene bei Verwen-
dung der Parameter ¢ = 1F — 9, m = 1, k = 10, ¢ = 0.05, [y = 0.32,
A =8.975 und g = 1. Die dargestellte Losung hat die dreifache Periode der
Anregung
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Abbildung 3.9: Parameterstudie fiir den Parameter € zwischen 1e-9 und le-
5. Die iibrigen Parameter sind festgelegt auf: m = 1, £k = 10, ¢ = 0.05,
lo =0.3025, A = 8.9 und p = 1. Alle berechneten Nédherungslésungen haben
die gleiche Periode wie die anregende Kraft.
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Abbildung 3.10: Bahnen der Briickenpunktmassen in der z-y-Ebene bei
Verwendung der bei allen drei Naherungslosungen gleichen Parameter m =
1, k =10, ¢ = 0.05, g = 0.3025, A = 8.9 und p = 1. Einzig der Parameter
€ hat bei der ersten Bahn den Wert € = 1le — 9, bei der nichsten den Wert
€ = le — 6 und bei der letzten den Wert ¢ = le — 5. Alle dargestellten
Né&herungslosungen haben die gleiche Periode wie die anregende Kraft.
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Abbildung 3.11: Parameterstudie fiir den Parameter k zwischen 9 und 11.
Die iibrigen Parameter sind festgelegt auf: ¢ = 10E — 10, m = 1, A = 8.875,
¢ = 0.05, [y = 0.3025 und p = 1. Die gelben Pluszeichen gehéren zu
Losungen, die mit der gleichen, die blauen x-Symbole zu Lésungen, die mit
der doppelten, die roten Sterne zu Losungen, die mit der dreifachen, und
die blauen Quadrate gehoren zu Losungen, die mit der sechsfachen Periode
der Anregung schwingen. Aufgetragen wurde fiir jede Losung > + 92 zum
Zeitpunk ¢ = 0.
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Abbildung 3.12: Parameterstudie fiir den Parameter k zwischen 9.8 und
= 10F — 10, m = 1,

11.
zu Losungen, die mit der gleichen, die blauen x-Symbole zu Losungen, die

mit der doppelten, und die roten Sterne zu Loésungen, die mit der vierfachen

Die iibrigen Parameter sind festgelegt auf: &
A =8.875, ¢ = 0.05, lp = 0.3025 und p = 1. Die gelben Pluszeichen gehoren
Periode der Anregung schwingen. Aufgetragen wurde fiir jede Losung x2 +

2 + y? + 9 zum Zeitpunk ¢t = 0.
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Abbildung 3.13: Bahnen der Briickenpunktmassen in der z-y-Ebene bei
Verwendung der Parameter ¢ = 10E — 10, m = 1, £k = 10.4, ¢ = 0.05,
lop = 0.3025, A = 8.875 und p = 1. Die dargestellte Losung hat die zweifache
Periode der Anregung.
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Abbildung 3.14: Bahnen der Briickenpunktmassen in der z-y-Ebene bei
Verwendung der Parameter ¢ = 10E — 10, m = 1, k = 10.76f, ¢ = 0.05,
lp = 0.3025, A = 8.875 und p = 1. Die dargestellte Losung hat die zweifache
Periode der Anregung.

72



0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3 0.32 0.34

Abbildung 3.15: Bahnen der Briickenpunktmassen in der z-y-Ebene bei
Verwendung der Parameter ¢ = 10E — 10, m = 1, k = 9.78f, ¢ = 0.05,
lop = 0.3025, A = 8.875 und p = 1. Die dargestellte Losung hat die sechsfache
Periode der Anregung.
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Abbildung 3.16: Parameterstudie fiir den Parameter p zwischen 1 und 2.
Die iibrigen Parameter sind festgelegt auf: ¢ = 10E — 10, m = 1, k£ = 10,
A = 8.875, ¢ = 0.05 und [y = 0.3025 Die gelben Pluszeichen gehoren zu
Losungen, die mit der gleichen und die blauen x-Symbole zu Lésungen, die
mit der doppelten Periode der Anregung schwingen. Aufgetragen wurde fiir
jede Losung 42 + 92 zum Zeitpunk ¢ = 0.
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Abbildung 3.17: Parameterstudie fiir den Parameter p zwischen 1.2 und 2.
Die iibrigen Parameter sind festgelegt auf: ¢ = 10E — 10, m = 1, k = 10,
A = 8875, ¢ = 0.05 und [y = 0.3025 Die gelben Pluszeichen gehoéren zu
Losungen, die mit der gleichen, die blauen x-Symbole zu Loésungen, die mit
der doppelten und die roten Sterne zu Losungen, die mit der vierfachen
Periode der Anregung schwingen. Aufgetragen wurde fiir jede Losung = +y
zum Zeitpunk ¢ = 0.
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3.2 Anwendung des EinschlieBungsalgorithmus
auf das Modellproblem

In den folgenden Unterabschnitten dieses Abschnittes werden die einzelnen
Punkte des Algorithmus aus Kapitel [Il angewandt auf die Gleichungen des
Modellproblems in 2.2 um die Verwendbarkeit dieses Algorithmus zu de-
monstrieren. Es wurden zwei einfache Losungen, an denen die Prinzipien
und Vorgehensweisen sehr gut hervortreten, ausgewéhlt. Der Algorithmus
ist auch auf kompliziertere Losungen anwendbar. Solche Lésungen werden
hier aber Aufgrund des héheren Rechenaufwands und der geringeren Uber-
sichtlichkeit nicht behandelt.

Die einzelnen Unterabschnitte haben die gleichen Uberschriften, wie die Un-
terabschnitte in Kapitel [I sodafl man leicht zwischen Kapitel [[l und Kapitel
hin und herspringen kann. Dies erlaubt einem dann z.B. bei den Ergeb-
nissen noch einmal schnell einen Blick auf die theoretischen Grundlagen zu
werfen, oder umgekehrt bei der mathematischen Theorie in Kapitel [Il schon
einmal einen Blick auf die Ergebnisse zu werfen, um sich alles bildlicher
vorstellen zu kénnen.

3.2.1 Zu Punkt [Ii Bestimmung der Niherungslésung w:

In Abbildung B.I8 ist die Naherungslosung zu sehen, die fortan mit Losung
(Lsg1) bezeichnet wird. Abbildung B9 zeigte die zweite Ndherungslosung,
die hier ndher untersucht werden soll. Diese bekomme zur Kennzeichnung
den Namen: Losung (Lsg2). Die verwendeten Parameter fiir die beiden
Losungen sind bei der jeweiligen Abbildung zu finden. Sowohl Lésung
(Lsg1), als auch Losung (Lsg2) haben die gleiche Periode wie die anregende
Kraft. Bei Losung (Lsg!) handelt es sich genau genommen nicht um eine
Losung eines Differentialgleichungssystems, sondern da « = 0.25 = const
und somit die erste Gleichung des Differentialgleichungssystems exakt erfiillt
ist, nur um die Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung, die aber
dennoch nicht trivial ist, da es sich um eine nichtlineare Differentialglei-
chung handelt, die man nicht in geschlossener Form losen kann. Losung
(Lsg2) hingegen zeigt eine wirklich zweidimensionale Bewegung.

Beide Losungen wurden aus einem zweistufigen Verfahren gewonnen. In der
ersten Stufe wurde ein Runge-Kutta-Verfahren verwendet, um ausgehend
von einem Startpunkt eine Folge von Punkten zu gewinnen. Dabei wur-
den pro Periodendurchgang der Anregung 4096 Zeitschritte verwendet. Die
Berechnungen des Runge-Kutta-Verfahrens erstreckten sich auf 2000 Peri-
odendurchléufe der anregenden Kraft. Die Punkte ab der zweitausendsten
Periode wurden dann genutzt, um eine Fourierreihenapproximation mit ins-
gesammt 402 Koeffizienten zu erhalten. Diese Ndherung

100
w= (mao + Z[a:ai cos(ik%”t) + xb; sin(ik%ft)}) €y
i=1

100
+ (yao + Z[yai cos(ik‘%rt) + yb; sin(z’k‘%ft)]) €y

i=1
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Abbildung 3.18: Bahn der Briickenpunktmasse in der z-y-Ebene bei Ver-
wendung der Parameter e = 1E — 9, m = 1, k£ = 10, ¢ = 0.05, Iy = 0.32,
A = 6.0 und p = 2.0. Die dargestellte Losung hat die gleiche Periode wie
die Anregung.
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Abbildung 3.19: Bahn der Briickenpunktmasse in der z-y-Ebene bei Ver-
wendung der Parameter e = 1E — 9, m = 1, k = 10, ¢ = 0.05, lg = 0.3025,
A = 8.875 und p = 1.85. Die dargestellte Losung hat die gleiche Periode wie
die Anregung.
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diente in der zweiten Stufe, dem Newtonverfahren, als Startndherung. Beim
Newtonverfahren kam die sogenannte Kollokationsmethode zum Einsatz. In
Tabelle Bl findet man die Entwicklung des Defektes (nur ndherungsweise be-
stimmt) fiir den nullten bis vierten Schritt wiedergegeben. Es fillt auf, daf
selbst die Naherung, die aus dem Runge-Kutta-Verfahren gewonnen wurde
schon einen sehr geringen Defekt besitzt. Das Newtonverfahren schafft dann
beide Male im ersten Schritt eine enorme Verringerung des Defektes und ver-
bessert diesen dann in den folgenden Schritten nur noch geringfiigig. Fiir
die Bestimmung einer Niherungslésung mit geringem Defekt reicht also die
Verwendung des Runge-Kutta-Verfahrens mit nur einem nachgeschalteten
Newtonschritt.

Defektentwicklung beim Newtonverfahren
Schritt ‘ Losung (Lsgl) ‘ Losung (Lsg2)
0 | 7.5501925e-11 | 9.0790226e-11
1.6784519e-14 | 2.5101062e-14
1.0806724e-14 | 2.2934523e-14
1.0488676e-14 | 2.2457330e-14
1.0580239%e-14 | 2.2439403e-14

=W DN =

Tabelle 3.1: Entwicklung des Defektes (nur ndherungsweise berechnet) beim
Newtonverfahren.

Den beiden Niherungslésungen ist gemeinsam, daf die Funktion (.)* bei ih-
nen keinen Nulldurchgang besitzt, sondern stattdessen stindig echt grofler
null ist, die Seile also permanent gespannt sind. Dies ist kein Zufall, denn es
ist leider so, dafl bei Niherungslosungen, bei denen die Funktion (.)* einen
Nulldurchgang hat, die Fourierentwicklung nur schlechte Approximations-
ergebnisse im Bereich von 10e-3 geliefert hat, was fiir die folgenden Punkte
einen zu groflen Wert darstellt. Auch Versuche die Ndherungslosungen mit
anderen Ansatzfunktionen, etwa Polynome oder Polynome mit trigonome-
trischen Funktionen kombiniert, zu approximieren fithrten nicht zum Erfolg.
Die schlechte Approximationseigenschaft bei Naherungsfunktionen mit Null-
durchgang der Plusfunktion diirfte wohl durch den Knick in der zweiten
Ableitung bedingt sein.

3.2.2 Zu Punkt 2 Berechnung der Konstanten 9:

In den Tabellen B2 und B3] findet man die DefekteeinschlieBungen ||d(w)||2
fiir die zu untersuchenden Losungen (Lsg!) und (Lsg2).

Zur Schreibweise ist zu sagen, dafl z.B. 0.0[1,2] abkiirzend fiir das Intervall
[0.01, 0.02] stehen soll. Der Strich in einigen Feldern bedeutet, daf diese
Berechnung nicht durchgefithrt wurde, da das Verhalten aus schon berech-
neten Ergebnissen klar wird und das andere EinschlieBungsverfahren sich
als besser herausgestellt hat. Er soll nicht andeuten, dafi diese Berechnung
nicht durchfithrbar wére.

Beide Verfahren zeigen das erwartete Verhalten, dafl mit Verdoppelung
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Naherungslosung Lsgl
Punkte ‘ Riemanverfahren ‘ Trapezformel
4096 | 0.0[000000,307426] | 0.0[000000,953118]
8192 | 0.0[000000,153689] | 0.0[000000,475728]
16384 | 0.00[00000,768410] | 0.0[000000,237656]
32768 | 0.00[00000,384221] | 0.0[000000,118776]
65536 | 0.00[00000,192139] | 0.00[00000,593752]
131072 | 0.000[0000,961022] | 0.00[00000,296844]
262144 | 0.000[0000,480842] | 0.00[00000,148413]
524288 | 0.000[0000,240754] -
1048576 | 0.000[0000,120711] -
2097152 | 0.0000[000,606901] -
4194304 | 0.0000[000,306801] -

Tabelle 3.2: IntervalleinschlieBungen des Defekts fiir Naherungslosung
(Lsg1) berechnet, zum einen durch Riemannsche Ober- und Untersummen
und zum anderen durch die Trapezformel mit Fehlerabschitzung.

der Integrationspunkte, also Halbierung der eingesetzten Zeitintervalle, sich
auch der Durchmesser der Defekteinschliefung halbiert. Sowohl bei Losung
(Lsg1) als auch Losung (Lsg2) liefert das Verfahren, das auf Verwendung der
Riemannschen Ober- und Untersummen beruht bessere Ergebnisse als die
Trapezformel mit Fehlerabschitzung. Dies liegt bei diesen beiden Beispielen
daran, dafl der Wert der zweiten Ableitung sehr grof} ist. Im allgemeinen ist
aber das Riemannverfahren nicht zwingendermaflen die bessere Wahl.

Von der Verwendung einer Integrationsformel mit héherer Konvergenzord-
nung wurde bei diesem Beispiel abgesehen da, wie man der Differential-
gleichung des Modellproblems entnehmen kann (beachte die Definition von
(.)1) die zweite Ableitung beinahe einen Knick besitzen kann (fiir den Fall,
daf die Funktion (.)* {iberhaupt zum Tragen kommt, die Seile kénnten
natiirlich auch permanent gespannt sein). Falls also dieser beinahe Knick
(beinahe nur deswegen, da die urspriingliche Definition der Funktion (.)™
durch die € Definition ersetzt wurde) auftritt, haben die Ableitungen der
zweiten Ableitung, die man ja fiir dieses Verfahren benttigt, zwingenderma-
Ben einen sehr groflen Wert. Als weiteres Problem steht dem Wunsch nach
einem Verfahren hoherer Konvergenzordnung, in diesem Fall die enorm um-
fangreichen Ableitungen, die damit auch rechenintensiv auszuwerten sind,
im Wege.

Der ohne Intervalleinschliefung berechnete Defekt liegt fiir Losung (Lsgl1)
bei 1.0441719e-14 und fiir Losung (Lsg2) bei 2.2941469e-14, sodafl zu ver-
muten ist, dafl noch wesentlich bessere EinschlieBungen, als die hier gegebe-
nen, berechenbar gewesen wiren. Da sich aber mit jeder Verdoppelung der
Integrationspunkte auch der Rechenaufwand verdoppelt, miissen die Ein-
schliefungen als Kompromifl zwischen Wartezeit und gewiinschter Qualitét
des Defektes gewertet werden.
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Naherungslosung Lsg2
Punkte ‘ Riemanverfahren ‘ Trapezformel
4096 | 0.[0000000,1764955] | 0.][0000000,8295783]
8192 | 0.0[000000,8818403] | 0.[0000000,4128401]
16384 | 0.0[000000,4407624] | 0.][0000000,2059323|
32768 | 0.0[000000,2203432] | 0.[0000000,1028441]
65536 | 0.0[000000,1101637] | 0.0[000000,5139157]
131072 | 0.00[00000,5508271] | 0.0[000000,2568815]
262144 | 0.00[00000,2754386] | 0.0[000000,1284217]
524288 | 0.00[00000,1377480] | 0.00[00000,6420609]
1048576 | 0.000[0000,6890390] | 0.00[00000,3210185]
2097152 | 0.000[0000,3448199] | 0.00[00000,1605063]
4194304 | 0.000[0000,1727108] -
8388608 | 0.0000[0000,866569] -
16777216 | 0.0000[0000,436309] -
33554432 | 0.0000[0000,221196] -
Tabelle 3.3: IntervalleinschlieBungen des Defekts fiir Naherungslosung

(Lsg2) berechnet, zum einen durch Riemannsche Ober- und Untersummen
und zum anderen durch die Trapezformel mit Fehlerabschéitzung.

Als Resultat fiir die eigentlich gesuchte Konstante § kann man den Tabellen
als besten Wert

3 (1s91) = 0.0000306801 8 (1sg2) = 0.0000221196

entnehmen.

3.2.3 Zu Punkt B Berechnung der Konstanten o
Dadurch, dafl der Operator L die einfachere Gestallt

U B iiq Uy D'Fi(t) D?Fi(t)\ (w1
o=@ o) oGy pre) ()
als die allgemeine in [[L3.3] verwendete besitzt, ergeben sich bei der Berech-
nung eines Vergleichsproblems einige Vereinfachungen, die hier noch vorge-
stellt werden sollen. Die prinzipielle Vorgehensweise, also das Abschéitzen

von < L[u|, L[u] >2 nach unten, bleibt aber bestehen. Die Aufsplittung des
Innnenproduktes sieht in diesem Fall wie folgt aus:

< Lul], Lu] >3 =< —mii — ¢t + DFu, —mii — ¢t + DFu >

=m? < i, il > +me < i, 1 >9 —m < i, DFu >

(A1) (B1)

+me < U, 1 >o 42 < Ui >9 —¢ < 4, DFu >
N———

(A2) (C1)
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—m < DFu,i > —c < DFu,u >9+ < DFu, DFu >5 .

~~

(B2) (C2)
Es bleiben sechs unterklammerte Ausdriicke iibrig, die der Reihe nach un-
tersucht werden sollen. Begonnen wird mit den beiden A-Termen:

2m 2m

(A1) 4 (A2) = /“ uudt+mc/” atii dt
0
=mct u|0 —mc/ uudt+mc/ ubii dt

=0.

Die beiden A-Terme heben sich also, da m und c reelle Konstanten sind und
daher aus dem Innenprodukt herausgezogen werden kénnen, gegenseitig auf,
was beim allgemeinen Operator L nicht ging, da dort vor dem Vektor mit
den ersten Ableitungen eine eventuell zeitabhéngige Matrix stand. Bei der
Untersuchung der beiden B-Terme ergeben sich keine grofien Anderungen,
abgesehen davon, dafi man wieder die reellen Konstanten aus dem Innen-
produkt herausziehen kann:

(B1) + (B2) = —m / " (i DFu + u' DF'ii) dt
0

= —9m / "t DFudt
0

27 2m

2m .
= —2m | W' DFul} —/“ utDFudt—/” u'DF7 dt
T’ 0 0

2m 2m
> 2m (—/“ m|e|DF\e\uyedt+/“ utDFudt>
0 0

> —m\DF\e/” utu+ufudt+2m/” W' DF dt.
0 0

Auch bei der Abschétzung der C-Terme sind die Anderungen gegeniiber dem
fritheren Ergebnis nicht gravierend:

27
(C1) + (C2) = —c/ " W'DFu+u'DF"dt
0
27
= —QC/H WDFudt
0

27

> —2c/“ [0|o| DF||uladt > —c|DF|e/” it + utu dt.
0 0
Die obigen Abschétzungen kann man, wenn man die Matrizen

M <02 — ¢|DF|, — m|DF|, — 2mD'F, 2mD?Fy )
1 —_

2mD'Fy ¢ — ¢|DF|, — m|DF|. + 2mD?*F,
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Mo — (D'F})? + (D'F)? — ¢|DF|, — m|DF|, D'F| - D*F, + D'F, - D*F,
0 DFy - D*F| + D'F, - D*F, (D?Fy)? 4 (D?F,)? — ¢|DF|. — m|DF|,

bildet zusammenfassend schreiben und weiter abschitzen durch:
2
< L[u], L[u] >9 > / " m2iti + aMy + ul Mou dt
0

2
:/“ m2iiti + 0l (M + MYya + ut (Mo + ME)u dt
0

27
> / " m it i (M + ME)ati + S i (Mo + ME)utu dt
0

2m

2/0 m? utu—k% min  Amin (M7 + M}) 0l

> te[o,%’T
B
+ 3 min Amin(Mo + ME) u'u dt

2w
t€[077}

v

Diese Vorgehensweise wurde auch bei der Berechnung der Vergleichspro-
bleme fiir die Homothopieen, die in Abbildung und in Abbildung 327
zu finden sind verwendet. Dabei wurde das Vergleichsproblem allerdings
nicht exakt mit Intervallarithmetik bestimmmt, sondern alle Berechnungen
nur naherungsweise mit normaler Arithmetik durchgefithrt. Man kann aber
dennoch sehr gut die Monotonie der Eigenwerte im Homothopieparameter
erkennen.

In jedem Homothopieschritt miifite man eigentlich die Eigenwerte mit Hilfe
des Satzes von Weinstein, Kato, Rayleigh-Ritz oder Lehmann einschlieflen.
Dies ist hier nicht geschehen. Statt dessen wurde in jedem der 200 Homo-
thopieschritte (zum Einschliefen von Eigenwerten sind nicht soviele Schritte
notig, die hohe Schrittanzahl wurde nur gewédhlt um ein zusammenhéngen-
des Bild zu bekommen) das Rayleigh-Ritz Eigenwertproblem, das nur Néhe-
rungseigenwerte und Néherungseigenfunktionen liefert, mit Hilfe des QR-
Verfahrens gelost. Der Raum der Ansatzfunktionen fiir das Rayleigh-Ritz
Verfahren bestand dabei aus 402 trigonometrischen Polynomen.

Es ist klar, dafl dadurch, dafl weder das Vergleichsproblem noch die ein-
zelnen Homothopieschritte exakt berechnet wurden, man nicht mehr vom
Beweis der Existenz von Losungen sprechen kann. Die beiden Abbildungen
legen meiner Ansicht nach aber nahe, daf§ einer exakten Berechenung der
Konstanten o nichts im Wege stehen wiirde.

Es fallt auf, dafl beim Vergleichsproblem einige Eigenwerte mehrfach auftre-
ten und auch im Verlauf der Homothopie einige Eigenwerte clustern. Dies
behindert die Durchfiihrbarkeit des Homothopiealgorithmus aber nicht, man
verliert dann zwar in jedem Homothopieschritt mehr als nur einen Eigen-
wert, was aber nicht stért, wenn man mit geniigenden gestartet ist.

Als Wert fiir die Konstante o kann man den Abbildungen und [3.27]

82

)



O (Lsg1) = 9.16329258 O (Lsg2) = 0.313831534

entnehmen.

3.2.4 Zu Punkt (4 Berechnung der Konstanten K

Ziel dieses Abschnittes ist es eine Konstante K > 0 zu finden, die die Be-
dingung
lulloo < K||L[u]ll2 VueR

erfiillt. Dabei wird das Problem zerlegt in die Teilschritte, Konstanten Ky,
Ky, Cy und Cy zu finden, die den Bedingungen

[[ull2 < Kol|L[u]l|2,
[|lul]2 < Ki||L[u||2 und
|[ul|oo < Collulla + C1||t]]2.

fiir alle u € R gentigen.

Die einzelnen Teilschritte zur Berechnung der Konstanten K wurden, wie
schon die Berechnung der Konstanten o im letzten Abschnitt, nur nihe-
rungsweise, also unter Verwendung der normalen Arithmetik des Computers
berechnet. Dies erschien als sinnvoll, da die Berechnung der Konstanten K
direkt auf der Berechnung der Konstanten o aufsetzt, die ja schon nicht
exakt bestimmt wurde. Die exakte Durchfiihrung dieses Abschnittes stellt
aber kein wirkliches Problem dar, da es sich nur um elementare Berechungen
handelt. Selbst die einschlieende Berechnung der Eigenwerte zur Bestim-
mung der Konstanten + ist bei einer 2 x 2-Matrix sehr einfach auszufiihren.

Als Ergebnisse dieses Schrittes erhédlt man die Konstanten

Ko, (Lsg1) = 0.440085067 | | Ko, (1s92) = 1.78505545
K1, (1sg1) = 2.06492145 K (1s92) = 8.09404182
Co,(1sg1) = 1.16382623 Co,(Lsg2) = 1.1440936
C1,(1sg1) = 0.248039723 C1,(Lsg2) = 0.252317761
K (1s91) = 1.024365089 K (1s92) = 4.084541025

fiir die beiden Losungen (Lsg!) und (Lsg2).
3.2.5 Zu Punkt Bt Finden einer monoton wachsenden Funk-
tion G

Die Abbildungen B.22] bis B.27] zeigen die Ergebnisse der Berechnung der
monoton wachsenden Funktion G, die die Abschétzung

1F( w+y) = F(,w) = C-yll2 < G(|lyllo) (Vy €R")

erfiillt. Die Zahlennummern der einzelnen Kurven G geben an, mit wievie-
len Integrationspunkten diese berechnet wurden.
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Abbildung 3.20: Ergebnis des Homothopie-Algorithmus zur Verbindung der
FEigenwerte eines einfachen Vergleichsproblems mit den Eigenwerten von L* L
fiir Losung (Lsg1).
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Abbildung 3.21: Ergebnis des Homothopie-Algorithmus zur Verbindung der

FEigenwerte eines einfachen Vergleichsproblems mit den Eigenwerten von L* L

fiir Losung (Lsg2).
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Die Berechnung erfolge geméfl den zwei unterschiedlichen Sétzen, die in[[.3.5]
vorgestellt wurden. Abbildung und wurden mit Hilfe des ersten
Satzes, also ausschliellich unter Verwendung hochstens erster Ableitungen
von F' berechnet, wohingegen in Abbildungen und die Ergebnisse
zu finden sind, die man erhélt, wenn man Satz zwei, der auch zweite Ablei-
tungen von F' verwendet, zur Berechnung der gesuchten Funktion G anwen-
det. In den Bemerkungen zum zweiten Satz in war die Rede davon,
daB dadurch, da8 in diesem Satz o? ausgeklammert wird, die Berechnung
des Restes relativ grob durchgefiihrt werden kann. Diese Behauptung fin-
det man durch die Abbildungen recht gut bestétigt, denn wihrend bei den
Abbildungen die nach Satz eins berechnet wurden eine Verdoppelung der
Integrationspunkte, also eine Halbierung der Durchmesser der Integrations-
intervalle, noch eine erhebliche Verringerung der Funktionswerte von G nach
sich zieht, ist bei den Abbildungen, die nach Satz zwei berechnet wurden
bei einer Integrationspunkteerh6hung keine wesentliche Verédnderung mehr
festzustellen.

Es mag so scheinen, dafl Satz zwei die bessere Wahl darstellt, was bei den
hier vorgestellten Losungen auch tatséchlich so war. Dabei mufl man aber
auch sehen, das die Berechnung der zweiten Ableitung fiir Satz zwei einen
wesentlich hoheren Rechenaufwand benotigt und damit ein mit 8192 Inte-
grationspunkten nach Satz eins durchgefiihrte Berechnung eventuell immer
noch weniger Zeit benétigt als die Berechnung mit 4096 Integrationspunk-
ten nach Satz zwei. Auflerdem sind mir bei Berechnungen mit verschiedenen
Parametern auch solche Losungen begegnet, deren zweite Ableitung einen
so groBen Wert aufwies, da8 der Effekt, der durch das Ausklammern von a?
zustande kommt erst fiir eine grofle Anzahl von Integrationspunkten zum
tragen kam.

Die hier vorgestellten Ergebnisse sind, anders als die Ergebnisse bei der
Berechnung der Konstanten o und K, exakt, das soll heiflen, dafl sie in
Intervallarithmetik berechnet wurden. Zur Berechnung wurde dabei die
x —y—Ebene in 200 - 200 Quadrate mit einer Kantenléinge von 0.0001 aufge-
teilt. Aulerdem wurde noch eine Unterteilung des Integrationsintervalls zur
einschliefenden Durchfithrung der Integration nétig. Dadurch wurde dieser
Punkt zu einem der rechenintensivsten Aufgaben des gesammten Algorith-
mus.

Da das Ziel der EinschlieBung der exakten Losung mit einem Fehler von
0.0001 gelingen soll, werden hier die beiden besten Funktionswerte von G
fiir diesen Wert noch einmal getrennt aufgefiihrt:

G (1sg1)(0.0001) = 5.54588¢ — 07| [ G/(1,492)(0.0001) = 3.40391¢ — 07|

3.2.6 Zu Punkt [6 Bestimmung der Konstanten «

In den Abbildungen B.26] und B.27] werden die Berechnungen der letzten
Punkte zusammengefiihrt, um ein « zu bestimmen, das der Bedingung

5§%—Gm)
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Abbildung 3.22: Monoton wachsenden Funktion G zu Losung (Lsgl) be-
rechnet unter Verwendung ausschliefflich erster Ableitungen.

0.0045 T T T T T T T
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Abbildung 3.23: Monoton wachsenden Funktion G zu Losung (Lsgl) be-

rechnet unter Verwendung von zweiten Ableitungen.

87



0.025 T T T T T T T
4096
8192
16384 -
0.02 - B
0.015 | .
001 | T _
0.005 |- T e -
0 T I I 1 1 1 | | |
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

Abbildung 3.24: Monoton wachsenden Funktion G zu Losung (Lsg2) be-
rechnet unter Verwendung ausschliefflich erster Ableitungen.

0.008 T T T T T T T
4096 —
8192 -
16384 -
0.007 32768 4
0.006 |- -
/
0.005 E
yay
/ o
0.004 ’// // i
0.003 |- E
0.002 |- _
0.001 |- E
0 _4—A""M”|‘/‘ 1 1 1 1 1 1 1
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

Abbildung 3.25: Monoton wachsenden Funktion G zu Losung (Lsgl) be-
rechnet unter Verwendung von zweiten Ableitungen.

88



geniigt. Man kann deutlich sehen, dafl dies in beiden Féllen gelingt (beachte:
durchgezogene Linie gibt den gesichert berechneten Defekt 6 wieder). Bei
der Erzeugung der Bilder wurden selbstversténdlich immer die besten Resul-
tate der letzten Punkte verwendet, also beispielsweise der kleinste gesichert
berechnete Defekt ¢, die niedrigste monotone Funktion G und so weiter. Fiir
den Wert o« = 0.0001 ergibt sich fiir die beiden Ndherungslésungen:

© o) 0.0001
Ky 97 1024365089
> 0.00009 > 0.0000306801 = §/1441) Ok,

© ey = 0000
Ky 97 4084541025

> 0.00002414 > 0.0000221196 = §,492) Ok.

— 5.54588e — 07

—3.40391e — 07

Somit gilt also sowohl fiir Losung (Lsg!) als auch fiir Losung (Lsg2), dafl
jeweils ein U € C3(0, 27”) existiert mit der gleichen Periode wie die Néhe-
rungslosung, fiir das gilt:

||U(Lsg1) - w(Lsgl)HOO < 0.0001 HU(Lng) - w(Lng)HOO < 0.0001 |

3.2.7 Zusammenfassung:

Der exemplarisch auf zwei Beispielen angewandte Algorithmus zum Beweis
der Existenz und EinschlieBung von Lésungen von periodischen Systemen
von Randwertproblemen hat wohl in den letzten Abschnitten seine Verwend-
barkeit demonstriert, auch wenn die Berechnung der Konstanten o und K
nicht exakt d.h. mit Intervallrechnung durchgefiihrt wurde. Die nicht exakte
Durchfiihrung der Bestimmung der beiden Konstanten mag aber als verzei-
lich hingenommen werden, da einem die Abbildungen und [3.21] nahe
legen, daf es sich bei dem néherungsweise berechneten Eigenwert tatséichlich
um den kleinsten Eigenwert von L*L handelt.

Es mag vielleicht so scheinen, dafl der Algorithmus doch nicht so allgemein
angewandt werden kann, wie behauptet, da er an keiner Losung mit einem
Nulldurchgang der Funktion (.)* durchgefiihrt wurde. Dem ist aber nicht
so, denn es handelt sich hierbei eher um ein Problem der Rechenleistung,
als um ein Problem des Algorithmus. Eine Voraussetzung des Algorithmus
ist, daf} die Losung einen hinreichend kleinen Defekt besitzt. Dies ldf3t sich
aber bei diesen Losungen, da sie sich schlecht approximieren lassen, nur mit
umfangreichen Fourierentwicklungen erreichen, was aber zur Folge hat, dafl
alle folgenden Berechnungen mit dieser groflien Entwicklung durchgefiihrt
werden miissen. Mit der heutigen Rechenleistung st68t man dann aber sehr
schnell an Grenzen, wenn man nicht gerade bereit ist einige Monate auf das
Ergebnis zu warten. Wenn die derzeitige Entwicklung der Computertech-
nik (jedes Jahr beinahe eine Verdopplung der Rechengeschwindigkeit) auch
in Zukunft anhélt ist es aber nur noch eine Frage der Zeit, bis auch sol-
che Losungen mit dem Algorithmus in akzeptabler Zeit untersucht werden
konnen.

89



0.007 T T T T T T
0.006 -
0.005 |
0.004 -
0.003 -

0.002

0.001 -

0 z 1 1 1 1 1 1

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006

Abbildung 3.26: Funktion ﬁ
sg
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Losung (Lsg1). Die gerade Linie ist der fiir diese Losung gesichert berechnete

Defekt.
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Abbildung 3.27: Funktion %
sg.
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Die Rechenzeit stellt aber nicht nur fiir schlecht zu approximierende Losun-
gen ein Problem da, sondern auch fiir gut zu approximierende (wenn hier
auch ein lésbares). Durch auf das Problem angepafite Teile des Algorithmus
kann man hier aber Verbesserungen erzielen. Dadurch, dafl der Algorith-
mus aus verschiedenen Bausteinen aufgebaut ist, die unabhéngig vonein-
ander durchgefiithrt werden konnen bietet es sich geradezu an einige dieser
Bausteine auf das betrachtete Problem zuzuschneiden. Auch die Idee den
Algorithmus zu parallelisieren ist naheliegend. Die einzelnen Teile des Al-
gorithmus kénnen sowieso unabhéingig voneinander auf verschiedenen Rech-
nern gleichzeitig durchgefithrt werden. Aber auch nahezu jeder Teil des
Algorithmus bietet Moglichkeiten der Parallelisierung. Beispielhaft sei hier
die Berechnung des Defektes ¢ genannt. Hier kann man eine Verteilung auf
verschiedene Prozessoren einfach dadurch erreichen, dafl man das Integrati-
onsgebiet in soviele Teilgebiete zerlegt, wie Prozessoren vorhanden sind und
jeden Prozessor genau eines der Teilgebiete bearbeiten 14t.

Abschlielend 148t sich sagen, dal der Algorithmus zwar sehr recheninten-
siv ist, dal man dies aber durch bestimmte Ideen in den Griff bekommen
kann. Dadurch, daf er aber zu Existenz- und EinschlieBungsbeweisen fiihrt,
die man auf andere Art und Weise kaum erhalten kann behilt er auch mit
diesem Manko seine grofle Bedeutung.
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Kapitel 4

Erganzungen:

Im Kapitel @] Ergénzungen, sind die Hilbertraumtheorie, die numerischen
Methoden und die Einfithrung in die Intervallarithmetik zu finden, kurzum
all die Dinge, auf denen der Algorithmus in Kapitel [l fufit. Es gibt zweierlei
Griinde, weswegen diese Dinge in einem extra Kapitel zu finden sind und
nicht einfach im ersten Kapitel aufgenommen wurden. Der Erste ist, dafl
sonst Kapitel [l zu umfangreich geworden wire und seine Ubersichtlichkeit
verloren héitte. Zum Zweiten ist es moglich, dafl man Teile dieser Grundlagen
schon kennt und diese deswegen nicht noch einmal lesen méchte, was aber
schwierig wire, falls sie in Kapitel [I] mit eingewoben wéren.

4.1 Eine kurze Einfiihrung in die Intervallrech-
nung:

An vielen Stellen des Algorithmus fiir gesicherte Exisztenz- und Einschlie-
Bungsergebnisse fiir periodische Systeme von Randwertproblemen (etwa bei
der Berechnung des Defektes §, dem finden einer monotonen Funktion G und
der EinschlieBung der Eigenwerte des linearisierten Operators) werden Sach-
verhalte aus der Intervallrechnung verwendet, weshalb es nétig erscheint,
eine kurze Einfithrung und einen groben Uberblick iiber diesen Bereich zu
geben. Dieser Abschnitt hat aus diesem Grunde keinesfalls den Anspruch
der Vollstédndigkeit, sondern enthélt nur die Bereiche der Intervallrechnung,
die in Hinsicht auf Kapitel Il von Bedeutung sind. Auch die Beweise einiger
Sétze wurden in Hinsicht auf den gewiinschten Umfang dieses Abschnittes
teilweise weggelassen.

4.1.1 Reelle Intervallrechnung

Schreibkonventionen:

In diesem Abschnitt seien Elemente aus R mit kleinen Buchstaben a, b, ¢, . . .
bezeichnet. Die Intervalle hingegen, also Teilmengen der reellen Zahlen vom
folgenden Typ

A=lg,al={t:a<t<amit a,a € R}

seien mit Gro3buchstaben bezeichnet.
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Definition (I(R)):

Die Menge aller abgeschlossenen reellen Intervalle A = [a,@] sei bezeichnet
durch I(R).

Definition (Intervalloperationen):

Sei x € {4+, —,+,:} die bekannte Operation fiir reelle Zahlen. Dann gelte fiir
A, B € I(R):
A®B={z=axb:ac Abe B}.

Bei der Division wird zusétzlich 0 ¢ B vorausgesetzt, was im folgenden
nicht mehr jeweils erwdhnt wird. Verkniipfungen in I(R) werden mit den
gleichen Symbolen, wie die reellen Operationen, umrahmt von einer Raute,
bezeichnet, um kenntlich zu machen, daf} es sich um eine Intervalloperation
handelt. Fiir die explizite Durchfithrung der Verkniipfungen ergeben sich
mit A = [a,a] und B = [b, b] die folgenden Rechenregeln:

ASB = [a,a o [iﬂ

Denn z = f(z,y) mit f(x,y) = zxy, x € {+,—,-,:}, ist auf der kompak-
ten Menge A x B eine stetig Funktion und nimmt daher einen gréofiten und
kleinsten Wert an, und auflerdem wird jeder Wert zwischen diesen beiden
Extrema angenommen. A% B ist somit wieder ein abgeschlossenes reelles
Intervall. Daf} die angegebenen Grenzen jeweils das Minimum und Maxi-
mum von f(z,y) darstellen, ist durch leichtes nachrechnen ersichtlich.

Die Menge I(R) ist also beziiglich der eingefithrten Verkniipfungen abge-
schlossen.

Definition (einstellige Operationen in I(R)):

Bezeichnet r(x) eine stetige einstellige Operation in R, dann ist durch

r(X) = [minr(z), maxr(z)

eine (zugehorige) einstellige Operation in I(R) erkldrt (z.B. lassen sich so
die einstelligen Operationen sin X, X*. ... definieren).

Satz (elementare Eigenschaften von Intervalloperationen):
Seien A, B und C Intervalle aus I(R), dann gilt:
1. AB=B%A, A®B=DB<%®A (Kommutativitit).
2. (A®B)®C = A9 (B9C), (A®B)OC = AS(B©C) (Assozia-
tivitit).
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3. Das Punktintervall [0, 0] ist das eindeutig bestimmte neutrale Element
der Addition d.h.

A=XdA=AdX VAcI(R)< X =0,0].

Genauso gilt: Das Punktintervall [1,1] ist das eindeutig bestimmte
neutale Element der Multiplikation; in Symbolsprache:

A=X0A=A0X VAcIR)s X =1,1].

4. ein beliebiges Element A = [a,a] € I(R) mit a # @ besitzt keine
inversen Elemente beziiglich der Addition und Multiplikation. Es gilt
jedoch:

0ecA©A und 1€ ADA.

5. A (B9 C) C (A®B)% (ASC) (Subdistributivitit),
[a,a]© (B4 C) = ([a,a] ©®B) % ([a,a] ©C) VYaeR.

Beweis
1. Sei * € {+,-}, dann gilt:

A®B={z=axb: a€ A, be B}
={z=bx*xa: a€ A, be B}
= B%A.

2. Sei x € {+,-}. Dann gilt

(A®B)®C={2=yx*c: yc A®B, ce C}
={z=(axb)xc: a€ A be B, ce(C}
={z=ax(bxc): a€c A, be B, ce(C}
={z=axx: ac€c A ze B&(C}
=A®(B%C)

3. “em
Sei X = [0,0] so folgt durch einfaches Nachrechnen A = A®X =
X ®A. Fir Y = [1,1] folgt ebenso einfach A = ASY =Y O A.

“:77:
Sind N und N zwei neutrale Elemente beziiglich der Addition, so gilt

N=N&N=N&N =N,

womit die Eindeutigkeit des neutralen Elements bewiesen wére. Fiir
den Beweis der Eindeutigkeit des neutralen Elementes beziiglich der
Multiplikation, geht man ebenso vor.

4. Die beiden Aussagen sind dquivalent zu

A©B=]0,0] = A =B =a,q]
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A®B=[1,1] = A=[a,a], B=[%1].

a’a

SeiA©B={z=a-b: a€ A, be B} =[0,0],danngilt z =a—b=0
fiir alle a € A und alle b € B. Fiir festes b € B folgt somit a = b fiir alle
a € A, mit anderen Worten: A ist das Punktintervall [b, b]. Umgekehrt
sieht man, wenn man ein a € A festhilt, dal gilt B = [a,a] und a = b,
also die gewiinschte Aussage. Fiir den Beweis der Aussage mit der
Multiplikation kann man analog vogehen.

Wegen 0 =a—-—a€{z=az—y: z € A, yec A} fiir alle a € A gilt
0€ A©A. Ebenso folgt mit l =a:ac{z=2:y: x€ A, ye A}
fiir alle a € A, dal 1 € A A gilt.

D.

AS(B®C)={z=a-(b+c): a€ A, be B, ceC}
C{z=a-b+a-b: a,ac A, beB, ceC}
=(A®B)® (A®Q)

O
Satz:
Seien Aj, Ag, By, By Intervalle in I(R) und es gelte A1 C By und Ay C Bs.
Dann gilt fiir die Verkniipfungen * € {4, —, -, :} zwischen Intervallen:

A1 $ Ay C B $DBs.
Insbesondere gilt fiir reelle Zahlen a1 € By und as € Bs
a1 *x as € B1 ®Bs.

Beweis: Der zweite Teil der Aussage ist nur ein Spezialfall des ersten Teiles
und muf} somit nicht bewiesen werden. Deshalb folgt hier der erste Teil des
Beweises. Nach Voraussetzung gilt:

A1 @Ay ={z=xxy: € Ay, y€ Ay}
C{z=xxy: x€ By, y€ By}
=B %8By

O]

4.1.2 Abstand, Betrag und Durchmesser von reellen Inter-
vallen und deren Eigenschaften

Definition (Abstand):

Fiir zwei Intervalle A = [a,a], B = [b,b] ist der Abstand definiert durch:

q(A, B) = max{la — b, [a — bl}.
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Durch den Abstand ¢ wird in I(R) eine Metrik eingefiihrt, da ¢ die notwen-
digen Eigenschaften

q(A,B) >0 VA,Bel(R), ¢q(A,B)=0& A=0B, (Definitheit)
4(A, B) = 4(B, A), (Symmetric)
q(A,B) <q(A,C)+q(B,C) (Dreiecksungleichung)
besitzt.

Bemerkung:

Fiir Punktintervalle geht der obige Abstandsbegriff in den fiir reelle Zahlen
iiblichen Abstandsbegriff g(a,b) = |a — b| iiber.

Durch Einfiihrung der Metrik ¢ wird I(R) zu einem topologischen Raum.
Damit lassen sich die Begriffe Konvergenz und Stetigkeit genauso, wie in
anderen topologischen Raumen erklaren. Es gilt z.B. fiir die Konvergenz:

k— k— k— _ k _
AL " A s (AR A) 0, = aund @, — a.

Satz (Vollstandigkeit von (I(R),q)):

Der metrische Raum (I(R),q) ist ein vollsténdiger metrischer Raum (d.h.
dafl jede Cauchyfolge von Intervallen ein Intervall als Grenzwert besitzt).

Satz (Stetigkeit der Intervalloperationen):

Die Intervalloperationen ¢, ©, & und < sind stetig.

Beweis: Seien (Ay) und (By) zwei beliebige Folgen mit Ay "2 A und

By, "2 B. Fir die Folge der Verkniipfungsergebnisse (Aj ® By) mit x €
{+,—,-,:} gilt dann:

A @ By = [ay, + by, @ + by B l[a+ba+b] =A% B,
[

A, © By, = [ay, — by, @ — by kg la—ba—b]=A®B,
Ay © By, = [min{ay, - by, ay, - bg, @y - by, ax - by}, max{ay, - by, ay, - by, @y - by, ak - by }]
kopo [min{g-b,g~5,6-b,d@},max{g-b,g-ﬂﬁ-Q,E-E}] = A®B,

— i 1 N S T . RS B T
Ak:<:>Bk_ [mln{gk Qkagk bkvak Qkaak’ bk}amax{gk Qkagk bk,ak Qkaak’ bk}:|

= Iminfa- },a- Lo fa ) maxfa- o ba-fa- b = A0B.
U
Korollar (Stetigkeit von einstelligen Operationen in I(R)):
Ist r(z) eine stetige Funktion, so ist 7(X) := [mingex,r(x), maxzex 7(z)]

eine stetige einstellige Operatione in I(R).
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Definition (Betrag):
Fiir ein Intervall A = [a,a] € I(R) heift

4] = a(4,10,0]) = max{|al, [al} = mag|a
der Betrag von A.

Definition (Durchmesser):

Fiir ein Intervall A = [a,a] € I(R) heift
d(A):=a—a>0

der Durchmesser von A.

4.1.3 Intervallmiflige Auswertung und Wertebereiche von
reellen Funktionen:

Im ganzen folgenden Abschnitt werden, da es sich nur um eine Ubersicht
iiber und eine Einfithrung in die Intervallrechnung handeln soll, die Beweise
der Satze weggelassen und stattdessen nur deren Resultate wiedergegeben.
Wer an den Beweisen Interesse hat, findet diese in [12].

Als Generalvoraussetzung fiir den gesamten Abschnitt gelte, dafl alle be-
trachteten Funktionen f reell und stetig seien.

Defininition (Funktionsausdruck):

Ein zu f gehorender Funktionsausdruck sei eine Rechenvorschrift, mit der zu
jedem x, nach endlich vielen Operationen, zu denen auch die entsprechenden
Intervalloperationen definiert seien, der jeweilige Funktionswert bestimmt
werden kann.

Enthélt der zu f gehorende Funktionsausdruck auch noch die Konstanten
ai,...,am so wird zur Verdeutlichung dafiir f(zx;ao,...,a,) geschrieben.
0.B.d.A. wird vorausgesetzt, dafl jede dieser Konstanten im Funktionsaus-
druck nur einmal vorkommt, denn kime eine Konstante mehrfach vor, so
vergebe man fiir sie einfach mehrere Namen a;.

Definition (Wertebereich):

Das Intervall das alle Funktionswerte von f enthilt, wenn unabhéngig von-
einander x € X, a;, € Ay (k=1,...,m) genommen werden

W(f, X;Ao,...An) ={f(z,a0,...,am): x € X, a1 € A1, ..., am € Ap},

heifit Wertebereich der Funktion f. Wie man anhand der Definition sehen
kann, ist der Wertebereich der Funktion f unabhéngig vom jeweiligen Funk-
tionsausdruck fiir f.

Hat man zu einer reellen Funktion einen Funktionsausdruck gegeben, so ist
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klar, wie man diesen auszuwerten hat; will man die Funktion hingegen inter-
vallméBig auswerten, so mufl man erst definieren, wie dies zu geschehen hat.
Die folgende Definition soll erkldren, was man unter einer intervallméafligen
Auswertung zu verstehen hat.

Definition (intervallmiflige Auswertung):

Ist eine Funktion f und deren Funktionsausdruck gegeben, so bezeichnet
man f(X, Ag,...,Ap) als intervallmiflige oder intervallarithmetische Aus-
wertung von f, falls bei der Ersetzung aller Operanden durch Intervalle, die
im Definitionsbereich enthalten sind, und aller Operationen durch Intervall-
operationen stets ein definierter Ausdruck entsteht.

Bemerkungen:

e Die intervallméflige Auswertung ist, wie man an dem Beispiel

ax

gl(xva) = 1— 2 = 91([273]7 [07 1]) = [_370]

a
-1

92(377@) = = 92([273]7 [07 1]) = [_270]

8=

sehen kann, von der Wahl des Funktionsausdruckes abhéngig.

e Nicht jeder reelle Funktionsausdruck fithrt zu einem definierten Inter-
vallausdruck. Hat man etwa die reelle Funktion definiert durch den

Funktionsausdruck f(x) = #H).E) und wertet f intervallméfig an der
im Definitionsbereich enthaltenen Stelle X = [—1,1] aus, so erhilt
man den undefininierten Ausdruck:

f([=1,1]) =[1,1]©([-1,1]©[-1,1] ©[0.5,0.5])
[1,1]©([~1,1] % [0.5,0.5))

[1,1] ©[-0.5,1.5].

Aus der Definition der intervallméfigen Auswertung von Funktionen erge-
ben sich sofort ein paar grundlegende Eigenschaften, die im nichsten Satz
zusammengestellt sind.

Satz:

Sei f stetige Funktion der reellen Verdnderlichen x1, ...z, mit zugehtrigem
Funktionsausdruck f(z1,...,2n,a1,...,ay). Ferner sei die intervallmifige
Auswertung f(X1,..., X, A1,..., Ay,) fiir die Intervalle Xp,..., X, und
Ay, ... A, definiert. Dann gilt:

1. Fiir alle X;, C X, k=1,...,nund alle Ay, C Ay k=1,...,mist
W(f, X1,....,Xn, A1,..., An) C f(X1,... X0, A1 Ap)

(EinschlieBungseigenschaft).
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2. Firalle X, C X, CXx k=1,....nund alle A, C A, C A, k=
1,...,mist

~

F(X1, . X AL Ap) Cf(X, . X, Ag,

NS

m)

(Teilmengeneigenschaft).

Die nun folgenden beiden Sétze beschéftigen sich mit der Giite, mit der der
Wertebereich einer Funktion f durch die intervallméfige Auswertung der
Funktion approximiert werden kann.

Satz:

Sei f eine reelle Funktion einer Verdnderlichen z mit zugehorigem Funktions-
ausdruck f(z,aq,...,a;). Die intervallmiflige Auswertung des Ausdruckes
fiir f existiere fiir X, Ay,..., Ay € I(R). Der Funktionsausdruck, den man
erhalt, wenn man im Funktionsausdruck fiir f bei jedem Auftreten von x
eine neue Variable z; einfiihrt, geniige in jeder dieser Variablen im Intervall
X einer Lipschitzbedingung. Dann gilt fiir X C X:

fiir d(X) — 0 folgt also f(X, A1,..., An) = W(f, X; A1,... Ap).

Bemerkungen:

e Die geforderte Lipschitzbedingung in jeder der neuen Variablen a3t
sich bei Funktionen, die aus intervallmafig ausfithrbaren Operationen
zusammengesetzt sind, oft erfiillen.

e Die Approximation des Wertebereichs ist abhéngig von der Wahl des
Funktionsausdruckes.

Satz:

Sei f eine reelle Funktion mit zugehorigem Funktionsausdruck f(x). Seien
weiterhin die Voraussetzungen des vorherigen Satzes erfiillt, dann gilt fiir
X C X:

d(f(X)) <c-d(X) c>0.

4.1.4 Maschinenintervallarithmetik:

In den letzten Abschnitten iiber die Intervallrechnung wurde beschrieben,
wie man mit Intervallen rechnen kann und welche Gesetze dabei gelten.
Hierbei wurde immer von den reellen Zahlen als zugrundeliegendem Koérper
fiir die Intervalle ausgegangen. Will man nun aber die Intervallrechnung
auf Computern verwirklichen, so stehen einem dort nicht alle reellen Zah-
len, sondern nur eine endliche Anzahl von Maschinenzahlen zur Verfiigung.
Dabei seien die Maschinenzahlen definiert durch:
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Definition (Maschinenzahlen):

Zahlen, die sich in der Form
x = mb®

darstellen lassen, mit m = Mantisse (generalisiert durch § < |m| < 1), b=
Basis (auf Computern meist 2) und e = Exponent (mit e < e < €), wobei
fiir m und e nur eine feste Anzahl von endlich viele Stellen zur Verfiigung
stehen, seien als Maschinenzahlen bezeichnet. Die Menge aller Maschinen-
zahlen eines Rechners sei bezeichnet mit Ry, wobei noch die fiir spétere
Uberlegungen niitzliche Forderung Ry = —Ry erfiillt sei.

Dadurch dal aber nur eine endliche Anzahl von Maschinenzahlen
zur Verfligung steht, ergibt sich nun das Problem, wie man z €
[minyeg,,, maxycr,,| durch Z € Ry reprisentieren kann. Ganz allgemein
ist die Losung dieses Problems moglich, durch die sogenannte Rundung.

Definition (Rundung):

Die Abbildung rndys : £ € R — rndyx € Ry bezeichnet man als Rundunyg,
wenn aus x < y folgt rndyiz < rndyy (Monotonie). Eine Abbildung rndyy :
r € R — rndyx € Ry, fiir die weiterhin gilt z = rndyz Vo € Ry, heift
optimale Rundung.

Um spéter reelle Zahlen in Intervalle auf dem Computer einschlieBen zu
konnen, wird eine Rundung gebraucht, die stets nach unten oder stets nach
oben rundet. Man definiert deshalb:

Definition (gerichtete Rundung):
Eine Rundung rnd,,, fiir die stets gilt
VeeR= mdyzr eRy <z

heiffit nach unten gerichtete Rundung.

Bemerkung:
Aus jeder nach unten gerichteten Rundung kann man durch die einfache De-
finition rndye := —rndy;(—x) eine nach oben gerichtete Rundung erhalten.

Mit den Definitionen dieses Abschnittes wurde gezeigt, wie man reelle Zah-
len auf dem Computer repriisentieren kann. Es bleibt jetzt noch iibrig, auch
fiir reelle Intervalle X € I(R) Reprisentanten auf dem Rechner in geeigneter
Weise zu finden. Man definiert dhnlich wie bei den Maschinenzahlen:

Definition (Maschinenintervalle):

Ein Maschinenintervall X ist gegeben durch X = [z,7] mit z,7 € Ry und
2z < . Die Menge aller Maschinenintervalle I(Ry;) ist somit gegeben durch

I(Ry) == {[z, 7] : 2,7 € Ryy und 2 <7} C I(R).
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Auch fiir die Menge der Maschinenintervalle mufl man sich wieder eine ge-
eignete Rundung iiberlegen, um die Intervalle auf die Maschinenintervalle
abzubilden. Die folgende Definition wird dieses Problem l6sen:

Definition (Intervallrundung):
Die Abbildung RNDy; : X € I(R) — RNDyX € I(Ry) heifit Rundung, falls
gilt:

X € (R) = X C RNDyX

und

X, Y € (R) mit X CY = RNDyX C RNDyY.

Bemerkungen:

e Bedingung zwei ist dhnlich der Forderung der Monotonie bei der Run-
dung reeller Zahlen.

e Bedingung eins wird notwendig sein, um fiir Operationen zwischen
Maschinenintervallen dhnliche Resultate zu erhalten, wie man sie bei
Operationen zwischen Intervallen erhélt.

e Jede solche Intervallrundung 148t sich darstellen durch

RNDy X = RNDy([z,7]) = [rndyz, rndy7).

Uber Verkniipfungen von Maschinenzahlen wurde zwar zuvor nicht gespro-
chen, aber es ist klar, daf§ auch das Resultat einer Verkniipfung, abgesehen
von Uber- oder Unterldufen, selbst wieder eine Maschinenzahl sein muf.
Dies erreicht man, indem man zuerst die Verkniipfung exakt durchfiihrt
und danach rundet. Auf d&hnliche Weise kann man dies auch fiir Intervalle
definieren.

Definition (Maschinenintervall-Operationen):

Fiir A, B € I(Ry) wird die Operation ®y mit * € {4, —, -, :} erklirt durch:
A®yB = RNDy(A®B) € I(Ry),

wobei RNDy; eine vorgegebene Intervallrundung sei.

Definiert man die Verkniipfung zwischen Maschinenintervallen auf diese
Weise, so sagen die folgenden Sitze, dafl die grundlegenden Eigenschaften,
die man bei der Intervallrechnung gefunden hat, auch bei Maschineninter-
vallen gelten.
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Satz (Maschinenintervall-Operationen):

Fiir die Operationen ) mit * € {+, -, . :} gilt nach obiger Definition fiir
A,B,A,B € I(Ry) mit AC Aund B C B:

A®\yB C A% \B.

Mit anderen Worten, es gilt auch fiir die Maschinenintervalle, die von den
Intervallen bekannte Teilmengeneigenschaft.

Fiir die Einschliefung von Rundungsfehlern oder die Einschliefung des Wer-
tebereichs einer Funktion liefert der folgende Satz die entscheidenden Aus-
sagen:

Satz:

Fir die Maschinenintervallrundung RNDyy, die durch gerichtete Rundungen
(rndy;, rndyy) der Grenzen gewonnnen wird und * € {4, —, -, :} gilt:

A Bel(Ry)= A®BC A®yB € I(Ry),
acAel(Ry),be Bel(Ry) = axbe A®uB € I(Ry).

Insbesondere folgt damit auch:

a€R,beR = axbe RNDy|a,a] ®\RNDyIb,b|.

4.2 Numerische Verfahren:

In diese Abschnitt sollen solche numerischen Verfahren vorgestellt werden,
die fiir die Durchfithrung des Algorithmus in Kapitel [Il nach der dort be-
schriebenen Vorgehensweise, verwendet werden konnen. Da der ganze Al-
gorithmus so konzipiert war, daf§ er leicht auf Computer umgesetzt werden
kann, sind auch die hier vorgestellten Verfahren fiir die Verwendung eines
Computers ausgelegt. An entsprechender Stelle in Kapitel [ findet sich
ein Verweis auf das entsprechende numerische Verfahren, damit man nicht
immer im Hinterkopf behalten mufl, welche Methoden denn nun hier be-
schrieben werden und fiir welchen Zweck sie gedacht sind. Wer mehr iiber
die entsprechenden Themen lesen mochte findet in [I1] die Informationen
iiber die numerische Integration und in [10] die Informationen iiber das QR-
Verfahren.

4.2.1 Die QR-Zerlegung:

Das erste numerische Verfahren, das hier vorgestellt werden soll ist die QR-
Zerlegung. Es gibt zwei Griinde, weswegen die QR-Zerlegung beschrieben
wird. Zum einen bildet die QR-Zerlegung die Grundlage des danach be-
schriebenen QR-Verfahrens. Zum anderen 148t sich die QR-Zerlegung aber
auch nutzen um das lineare Gleichungssystem, das man beim Newtonalgo-
rithmus in [[3J] “Zu Punkt [[} Bestimmung der Niaherungslosung w” erhilt
zu losen.
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Satz:

Zu jeder Matrix A € R™ " existiert eine orthogonale Matrix @ (d.h. Q'Q =
I) und eine rechte obere Dreiecksmatrix R, so dafi sich A zerlegen lafit in

[A=an]

Wie man mit der QR-Zerlegung ein lineares Gleichungssystem lsen kann
sieht man sehr einfach an den folgenden Aquivalenzen:

Ar =b< QRxr =b < Rr = Q'.

Aus der letzte Aquivalenz 1Bt sich, dadurch da8 R eine obere Dreiecksma-
trix ist, x sehr einfach bestimmen.

Fiir die Berechnung der QR-Zerlegung gibt es mehrere Moglichkeiten. Eine
beruht darauf, dafl ausgehend von der Matrix Ay := A Matrizen A; :=
P;A; 1 durch Multiplikation der vorherigen Iterationsmatrix mit einer so-
genannten Housholdermatriz P; berechnet werden. Dabei wird in jedem
Schritt von i nach ¢+ 1 die Spalte i+ 1 von A; auf die Form von R gebracht.

Die andere Moglichkeit, die hier ndher beschrieben werden soll, beruht auf
dem Orthogonalisierungsverfahren von Schmidt. Betrachtet man die Zerle-
gung A = QR als zusammengefafite Schreibweise fiir mehrere Vektorglei-
chungen, so erkennt man, dafl jede Spalte a; von A eine Linearkombination
der ersten k orthonormalen Vektoren ¢; (Spalten von Q) ist:

k
ap = Zrz‘k@h‘ k=1,...,n.
i=1
Diese Erkenntnis legt einem die folgende Vorgehensweise nahe:

e Fiir den Start ergeben sich die beiden Gleichungen a; = r11¢1 und
¢tq1 = 1, die man, wenn man
ai

r11:= ||la1]| und ¢ = —
11

setzt erfiillen kann.

e Fiir den Schritt von k£ — 1 nach k ergeben sich die Gleichungen a; =
Zle riq; und glq; = 6;; fiir alle 4,7 < k. Multipliziert man die erste
Gleichung fiir j = 1,...,k — 1 mit ¢; und verwendet dann noch die
Orthonormalitéitsgleichungen so ergibt sich

k k
tan = Cata, = S =1
q;ar = Tikd;qi = Tik0j5i = Tjk
=1

i=1

Aus der Gleichung ap — Zf:_ll ritq; = qr und der Gleichung q};qk =1
ergibt sich

Trk = |lak — quH und damit g 1= ——==L 2
i=1 Tk

Somit sind also alle Unbekannten dieses Schrittes bestimmt.
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Der Nachteil des Berechnens der QR-Zerlegung nach der Schmidtschen Me-
thode gegeniiber der Vorgehensweise mit den Housholdermatrizen ist, dafl
das Verfahren nicht gutartig ist d.h. das kleinst Rundungsfehler die fiir das
Verfahren wichtige Eigenschaft der Orthogonalitét der g; vernichten kénnen.
Wenn die ¢; nicht mehr orthogonal zueinander sind, kann aber eine soge-
nannte Nachorthogonalisierung, um den Preis des doppelten Rechenaufwan-
des, helfen.

4.2.2 Das QR-Verfahren:

Bei der Berechnung von N&herungseigenwerten fiir den Operator L*L nach
dem Rayleigh-Ritz Verfahren hat man wie in[[L3.3] “Zu PunktBt Berechnung
der Konstanten ¢” beschrieben, das Eigenwertproblem

Ajz = Moz z € RM\{0}
mit den Matrizen

A= (< Lv;, Lv; >2)i_=1,m,M

j=1,....M
A2 = (< Vi, Uj >2)¢_:1 ..... M
G=1,...,M

zu losen. Fiir diese Aufgabe bietet sich das QR-Verfahren durch seine ein-
fache Umsetzbarkeit und seine Stabilitidt geradezu an. Der erste Satz be-
schreibt die grundlegenden Eigenschaften der QR-Iteration. Danach wird in
getrennten Abschnitten auf die Konvergenz und die praktische Umsetzung
des Verfahrens eingegangen.

Satz (QR-Iteration):
Bildet man ausgehend von der n x n-Matrix A; := A die QR-Zerlegungen
Ai = QiR;

(wobei Q; unitire Matrix sei (d.h. es gelte Q'Q; = I) und R; obere Drei-
ecksmatrix sei) und damit die néchste Iterationsmatrix

Aip1 = RiQ; = Qi1 Rit1,
so gilt:

1. A;4q ist dhnlich zu A; d.h. A;11 hat die gleichen Eigenwerte wie A;
und A;;1 148t sich darstellen durch 4;41 = Q'A;Q;.

2. Aip1 = (Q1Q2- - Qn)'A1Q1Q2 - - Q,

Beweis.

1. Durch einfaches Rechnen sieht man

A1 = RiQi = QIQiRiQ; = Q1 AQ;,
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also den zweiten Teil der Aussage. Sei nun A; beliebiger Eigenwert zur

n X n-Matix A; mit Eigenvektor cpg.i), dann gilt:

Az-ga@ = Az

J - J
A QZQZ 90] 3<P§)
—I
QtA Q’L ZSDJ - >\ QZSOJ

—A7,+1
A1 Qi) = QL) .
N—— N——

:w;iH) ::ngﬂ)

Somit ist also A\; Eigenwert von A;;1 um Eigenvektor gag.iﬂ) = Qggogi).
Sei nun umgekehrt \; beliebiger Eigenwert von A;;1 zum Eigenvektor

gog-”l) , dann gilt:

Ai+150§'i+1) §z+1)

A Ol (z+1)
QiAzQzSOj
A; Qiso§-’+1) = Qw?“) :

Somit ist also A\; Eigenwert von A; zum Eigenvektor go j sz(ZJrl).

2. Durch wiederholtes Anwenden von Aussage 1. erhilt man

A = QtA Qi & QLA 1Qi1Qi L.

= QIQ_, - Q1 A1Q1 - Qi1Q;
= (Q1Q2 - Q) A1 (Q1Q2 - Q).

Bemerkungen:

1. Die QR-Zerlegung der Matrizen A; existiert stets und kann mit den
Orthogonalisierungsverfahren von Housholder oder Schmidt numerisch
stabil berechnet werden.

2. Die QR-Zerlegung einer Matrix ist nicht eindeutig, denn ist z.B. A; =
QiR; eine QR-Zerlegung der Matrix A;, so ist auch (Q;S Y(SPR;) =
QiR = A; mit S = dlag( 1 i "I)") ebenfalls eine QR-
Zerlegung von A;.
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Satz (Konvergenzeigenschaft des QR-Verfahrens):

Sind die Eigenwerte \; des Eigenwertproblems Ax = Ax betragsméflig ver-
schieden

ALl > [A2] > - > Ay

und gelten gewisse Zusatzvoraussetzungen (siehe [10]) so gilt:

1.

2.

lim ay) = 0 fiir alle j, k mit j > k,
11— 00
Zlggloag? =X j=1,...,n

Sind die Eigenwerte hingegen nicht alle betragsméfig verschieden, sondern
gilt etwa, wie bei konjungiert komplexen Eigenwerten:

|/\1’ > > ’)‘T’ = |>‘r+1‘ > > |)‘n’a

so gilt unter den gleichen Voraussetzungen (siehe [10]):

1.

lim ag.ik) =0 fiir alle j,k # r,r + 1 mit j > k.
1— 00
lim ag.? =\ furj#nr,r+ 1.

Obwohl die 2 x 2 Matrizen
a7(«f7)~ agv)q-l
a

@ 0
r+1,r r+1,r+1

im allgemeinen fiir ¢ — oo divergieren, konvergieren ihre Eigenwerte
fiir ¢ — oo gegen die Eigenwerte A, und Aq41.

Wegen des Umfanges wird der Beweis des Satzes hier nicht aufgefiihrt, son-
dern auf das Buch [I0]: Stoer und Bulisch Numerische Mathematik 2 ver-
wiesen, in dem man ihn finden kann.

Praktische Durchfithrung des QR-Verfahrens:

1.

Das QR-Verfahren ist sehr aufwendig. Pro Schritt von A; nach A;41
werden fiir vollbesetzte Matrizen O(n3) Rechenoperationen benétigt.
Diesen Aufwand kann man jedoch verhindern, indem man das QR-
Verfahren nicht auf die vollbesetzten Matrizen, sondern auf reduzierte
Matrizen von Hessebergform, oder bei symmetrischen Matrizen auf
Tridiagonalmatrizen anwendet. Dies funktioniert, da diese Matrix-
formen beziiglich der QR-Transformationen invariant sind. Bei Hes-
senbergmatrizen sinkt der Aufwand pro Schritt damit auf O(n?), bei
Tridiagonalmatizen gar auf O(n).

Die Konvergenz des QR-Verfahrens ist sehr langsam, wenn die Eigen-
werte A\; von A betragsméfig nur schlecht getrennt sind d.h. \:\\—;] ~1
fiir j > k. Diesem Problem des QR-Verfahrens kann man begegnen,
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indem man statt des QR-Verfahrens, das QR-Verfahren mit Shifts ver-
wendet:

Al =A
AZ' - kll = Qsz (QR—Zerlegung)
Aip1 = RiQi + kil

wobei k; eine moglichst gute Nédherung fiir einen der Eigenwerte von
A sel.

4.2.3 Numerische Integration mit Fehlerabschitzung:

Bei der Berechnung des Defektes ¢, der monotonen Funktion G und an vielen
anderen Stellen des Algorithmus in Kaptel [l traten Integrale auf, die exakt
ausgerechnet werden mufiten, d.h. deren Wert in einem festen Intervall an-
gegeben werden muflte. Eine Moglichkeit solche Intervalleinschliefungen zu
bekommen ist die Berechnung Riemanscher Ober- und Untersummen. Eine
andere Moglichkeit beruht darauf, dafl man bei Integrationsformeln den Feh-
ler abschétzen kann. Im folgenden Satz wird genau dies fiir die Trapezformel
getan. Der Beweis dieses Satzes ist so gehalten, dafl er durch leichte Modi-
fikatione auch fiir Verfahren mit hoherer Fehlerordnung verwendet werden
kann.

Satz (Trapezformel mit Fehlerabschitzung):

Berechnet man den Wert des Integrales f; f(x) dx ndherungsweise mit der
Trapezformel

b n—1
/ f(z)dx ~h (f(;ﬂo) + Z flxs) + f(;%))
a i=1

mit h = Z’_Ta und x; = a + 1 - h, so gilt fiir den dabei gemachten Fehler

b z n—1 .
Rf(x) ::/ f(:r)d:v—h<f(20)+2f($i)+f(2n)>

i=1

die Abschétzung

2

h ;
RF(2)] < 50— a) mas | (©)]|

Beweis: Die Funktion f(z) 148t sich schreiben als
f(x) = flzi) + f'(zi) - (x —2) + / (@) - (x—t)dt

Da R, f(z) := f;i“ f(z)dt —B(f(x;) + f(zi41)) ein lineares Funktional ist,

das fiir Polynome bis zum Grad eins den Wert 0 annimmt erh&lt man mit
der obigen Darstellung von f(z):

Ruf) =R [ RECRCED 4
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Ti+41 x
= / () (x —t)dtdx

([ rorwmnas [T 0 @ -0a)

T

Tit+1 Tit1 n Tit1
—LZ /t f//(t)-<1'—t)dl’dt—2/xi f/l(t)'(wi+1—t)dt

[T ([T et e -n) a

i

= /%M fr(t) <;($¢+1 —t)% — g(éviﬂ - t)) dt

_ f”(ﬁn)/z o G(xm —t)% — g(:cm - t)) dt

k3

t=x;41

= f/,(gn) <é($i+1 _ t)3 _ %(xi+1 _ t)2)

t=x;
h3

Fiir das Funktional R erhalt man somit:
n—1

Z Rif(x)
i=0

n—1
Z f'(&)
h3 1=0

2" e Lf(6)]

h2

= E(b—a)gg[%}\f(ﬁ)\-

[Rf(z)] =

h3
12

IN

4.3 Hilbertraumtheorie:

In den beiden Unterabschnitten dieses Abschnittes werden die theoretischen
Grundlagen der Hilbertraumtheorie, die in Kapitel [ benotigt werden, dar-
gestellt. Der erste Teil beschéftigt sich mit den Voraussetzungen und den
Réumen, die fiir den Schauderschen Fixpunktsatz benttigt werden. Der
zweite Teil vermittelt Kenntnisse, wie man mit Orthonormalfolgen Funktio-
nen approximieren kann, diese also als Linearkombination anderer Funktio-
nen dartstellen kann.

4.3.1 Sobolev Riume:

Im Beweis zum Theorem in Kapitel [I] “Gesicherte Existenz- und Einschlie-
Bungsergebnisse fiir periodische Systeme von Randwertproblemen” wurde
der Schaudersche Fixpunktsatz und der Einbettungssatz von Sobolev, Kon-
drachew und Rellich verwendet, ohne dessen Voraussetzungen und dessen

108



Aussage anzugeben. Dies wird nun hier nachgeholt. Zun#chst soll aber
der Sobolevraum H,,({2), iiber den der Einbettungssatz ja Aussagen macht,
definiert werden und einige seiner Eigenschaften beschrieben werden. Sei
Q) C R? ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand T' = 09.
Dann seien die folgenden Réume definiert durch:

Definition (L(2), Coo (), Co0(92)):

Ly(Q2) :={u: Q — R mit [|u|]|2 < oo mit durch Innenprodukt
<u,v >9= / u(t)v(t) dt induzierter Norm}
Q

Coo(2) :=={u € La(Q) : u beliebig oft differenzierbar in Q}
C,0(2) == {u € Co(Q) : u = 0 auBerhalb einer kompakten Teilmenge von Q}

Um im weiteren den Schreibaufwand zu verringern und die Ubersicht-
lichkeit zu erhohen, sei hier der Begriff des Multi-Indizes fiir ein Tupel
a = (ai,...,aq) € N? eingefithrt. Der Begriff Betrag von o bezeichnet den
Wert |af := 2?21 a;. Mit diesen Vereinbarungen lassen sich dann die par-
tiellen Ableitungen einer Funktion u € Cs(2) auf einfache Art und Weise
schreiben als:
D* = o o™ aad.

oty otg* Aty

In dieser Schreibweise definiert man:

Definition (schwache Ableitung):
0%u € Lo(R) heiBt a-te schwache Ableitung von u € Lo(£2) falls
< ®,0% >o= (=D < DB, u >,
fiir alle ® € Co 0(Q2) gilt.
Bemerkung:
Wie der Begriff der schwachen Ableitung motiviert ist, sieht man am
besten, wenn man die geforderte Bedingung einmal fiir ein tatséchlich

differenzierbares u € C1(Q2) betrachtet. Nach dem GauBschen Integralsatz
gilt dann némlich:

0 0 0
(2 ai), + Q) = [ aemde= [ umds=o

In der obigen Notation gilt also fiir alle |a| =1
< ®,0% >9= (—1)l01 < DB u >y VB € Cop o(Q).

Die schwache Ableitung ist somit nichts anderes als eine Verallgemeinerung
der Ableitung.

Mit dieser schwachen Ableitung ist es nun moglich Sobolev-Ridume zu
definieren:
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Definition (H,,(Q2)):
Der Sobolev-Raum H,,(Q2) mit m = 0,1,... ist gegeben durch:
Hp(Q) := {u € La(Q) : 0% existiert und 0%u € La(R2) V]a| < m}

Satz (Vollstéindigkeit von H,, beziiglich ||.||x,,)
Der Sobolevraum H,,(2) ist beziiglich des Skalarproduktes

<u,v >q, = Z < 0%, 0% >9
la]<m

vollstéindig, also Hilbertraum. Die dazugehérige Sobolevnorm ||.||z,, hat die
Gestallt:

lull, = V<o u>m, = | D [10%ull3
la|<m
Beweis: Sei (uj)i=1,..00 Cauchy-Folge beziiglich der Sobolevnorm ||.||g,,,
dann ist fiir alle a : || < m die Folge (0%u;)i=1,... 00 Cauchy Folge in Ly(€2).
Aus der Vollstandigkeit von Lo(€2) erhélt man nun ||0%u; —u®||2 — 0 fiir ein
u® € Lo(R2). Es bleibt also nur noch zu zeigen: 0%u = u®. Aus dem oben
gezeigten 0%u; — u® in Ly(Q) folgt dann nach der Cauchy-Schwarzschen-
Ungleichung:
< 0%u; —u, @ >9< (|07 — w3 |02 "ST0 V@ € Coo(9),

also < 0%u;, @ >o—< u®, & >. Somit gilt dann

< Ua,(I) >9 = 'lim < aaui,<1> >9= 'lim (—1)'04 < u,;,DO‘<I> >9
1—00 1—00
= (=)ol < u, DY® >,
woraus folgt u® = 0%u. O

Der nun folgende Satz zeigt, dal man Sobolevrdume nicht nur als R&ume mit
schwachen Ableitungen sehen darf, sondern daf} sie auch Verfollstadndigungen
von Cso () sind:

Satz (Meyers/Serring 1964, “H = W”):
Es gilt
Coo N H,py () liegt dicht in H,, ().

Somit lassen sich die Sobolevrdume H,,(§2) auch als Verfollstindigung von
Coso(€2) beziiglich der Sobolevnorm ||.||x,, auffassen.

Beweis: Ein Beweis dieses Satzes ist nachzulesen in Joseph Wloka; Partielle
Differentialgleichungen; Teubner Stuttgart 1982. O

Nun nachdem die Sobolevraume H,,(2) definiert wurden und einige grundle-
gende Eigenschaften gezeigt wurden, wird es Zeit sich den Voraussetzungen-
und schlieflich dem Einbettungssatz von Sobolev, Kondrachov und Rellich
zuzuwenden. Sei dazu von nun an (R, ||.||) ein Banachraum iiber R:
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Definition (Stetigkeit):
Sei D(F) C R. Eine Abbilung F' : D(F) — R heiit stetig, wenn fiir jede
Folge (z;)ieny mit x; € D(F) und lim; .o z; = x € D(F) gilt:

lim F(x;) = F(x)

1— 00

Definition (Kompaktheit):

Eine Teilmenge K von R heifit kompakt, wenn jede Folge in K eine
konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K enthélt.

Achtung: Ist dim(R) = oo, so ist zwar jede kompakte Menge be-
schrankt und abgeschlossen, die Umkehrung, dafl jede beschrankte und
abgeschlossene Menge auch kompakt ist gilt aber nur fiir dim(R) < oc.
(Beispiel: R Hilbertraum, K sei die Einheitskugel, (z;);en sei ein Ortho-
normalsystem = ||z; — z;||* = 2 fiir i # j, es gibt somit keine konvergente
Teilfolge, obwohl die Einheitskugel beschrinkt und abgeschlossen ist).

Definition (relativer Kompaktheit):

Eine Teilmenge K C R heift relativ kompakt oder totalbeschrinkt, wenn
zu jeder Folge (z;);en in K eine konvergente Teilfolge (mit Grenzwert nicht
notwendigerweise in K) existiert (< K ist kompakt)

Definition (Kompaktheit eines Operators):

Ein Operator T': D — R mit D C R heifit kompakt in D, wenn T'(D) relativ
kompakt ist.

Definition (Konvexheit):

Fine Menge D C R heifit konvex, wenn fiir beliebige x,y € D die Verbin-
dungsstrecke 7g = {\x + (1 = A\)y : 0 < A < 1} zu D gehort.
Schauderscher Fixpunktsatz:

Sei D C R abgeschlossen und konvex, T': D — R sei stetig und kompakt.
AuBerdem gelte T'(D) C D. Dann existiert ein Fixpunkt von 7" in D.

Beweis: Zum Beweis sei auf [7] verwiesen, wo der Beweis des Schauderschen
Fixpunktsatzes auf den des Brouwerschen- und eines weiteren Fixpunktsat-
zes zuriickgefithrt wird. O

Einbettungssatz von Sobolev, Kondrachov und Rellich:

Sei 2 C R? nun ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitzrand 052, dann ist fiir
m,j € N, die Einbettung H,,(Q) — C;(Q) kompakt, falls m > j + %.
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Beweis: Zum Beweis sei auf [8] verwiesen, in dem alle moglichen Arten von
Einbettungen zwischen H,, ,(Q) und H, ,(2) sowie auch zwischen H,, ,(Q2)
und C;(€2) behandelt werden. (Dabei driickt der Index p € [0, 00] aus, das
allgemeiner als hier nicht nur Sobolevraume betrachtet werden, die aus Lo-
Réumen konstruiert wurden, sondern allgemeiner solche, die aus L,-Rdumen
hervorgegangen sind). Die Orginalbeweise finden sich in F. Rellich; Ein Satz
iiber mittlere Konvergenz; Gottinger Nachr. 1933 und B. I. Kondrachov;
Certain properties of functions in the space LP; Dokl. Akad. Nauk. SSSR
48 1945. O

Bemerkungen:

Aus dem Einbettungssatz von Sobolev, Kondrachov und Rellich folgt so-
fort, dafl die Einbettung HQ(O,I{Z%F) — (4 [0,1{:27”] kompakt ist. Es bleibt
aber noch zu zeigen, daf§ auch die Einbettung Hg‘(O,k%r) — C’{L[O,k%ﬂ],
die im Beweis des Theorems verwendet wurde, kompakt ist. Sei als (x;)
i € N eine Folge in Hj(0,k2T). Da H»(0, k%j) < (1[0, k2%7] kompakt
ist, kann man eine Teilfolge (x;,) von (z;) auswéhlen, so dafl <u]5’:z:”C (wo-
bei E die Einbettung von H% (0, k%’r) — C7[0, kQZLT] bezeichne) konvergent
ist. Sei diese Teilfolge, die unter F in der ersten Komponente konver-
gent ist, zur Vereinfachung wiederum mit (x;) bezeichnet. Dann gilt er-
neut, da H(0, k%”) — (10, k%ﬁ] kompakt ist, dal man eine Teilfolge (x;, )
auswéhlen kann, fiir die gilt: (Ewx;, )2 ist konvergent. Da die Folge (x;)
aber schon so gewahlt war, dal die erste Komponente unter E konvergent
ist, hat man nun die Konvergenz von (x;) unter E in der ersten und zwei-
ten Komponente. Setzt man diesen Prozess nun n-mal fort, so erhdlt man
also ausgehend von der Folge (z;) eine Teilfolge, die unter der Abbildung E
in allen Komponenten konvergent ist. Da ||.| 00, CY [0,k 22] als das Maximum

von ||.[| . ¢ 0,227 jeder Komponente definiert wurde, ist somit die Teilfolge
) 7 H

auch in C7[0, k%ﬂ] versehen mit der Maximumnorm konvergent und somit
H3(0,k%T) — C7[0,k27] kompakt.

4.3.2 Die Fourierentwicklung im Hilbertraum:

Im Abschnitt [L30] “Zu Punkt [} Bestimmung der Nédherungslosung w”
wurde die Fourierentwicklung zur Gewinnung einer Darstellung der N&he-
rungslosung w verwendet, ohne dabei auf Konvergenz- und Approximati-
onseigenschaften einzugehen. Dies soll hier nun in allgemeinerem Rahmen
(nicht nur fiir Ly) nachgeholt werden. Dabei wird der Vorgehensweise in [7]
gefolgt.

Im ganzen folgenden Abschnitt sei H einer reeller oder komplexer Hilber-
traum mit zugehorigem Innenprodukt < w,v > und dadurch induzierter

Norm ||u|| := /< u,u >.

Fiir die Betrachtung der Fourierentwicklung wird sich der Begriff der Ortho-
normalfolge als elementar herausstellen, weshalb hier die folgende Definition
folgt.

112



Definition (Orthonormalfolge):

e Zwei Elemente u,v € H heiflen orthogonal, wenn < u,v >= 0 gilt.

e Eine Folge (u;)i=0,....00 heifit Orthonormalfolge, wenn

< uj,u; >=0 Vi, j € N mit ¢ # j,
<ug,u; >=1 Vi e N

gilt. Mit anderen Worten, wenn alle Folgenglieder paarweise orthogo-
nal sind und die Norm eins haben.

Mit den so definierten Orthonormalfolgen ist es nun moglich, ganz allgemein
Fourierentwicklungen zu gewinnen und fiir diese eine Approximationsformel
abzuleiten.

Satz (Approximationsformel):

Definiert man fiir ein Element v € H die sogennanten Fourierkoeffizienten
durch

Yi =< U, Uy >

mit (4;)i=0,....00 Orthonormalfolge, so gilt fiir endliche Indexmengen A die
folgende Approximationsformel:

u— Y agu|| = [[ul? =Y 1al® + D s — il

icA icA icA
Beweis:
u — Zaiui = <u — Zaiui,u — Zalu@>
€A €A €A
2
= ||ul® ~ <U,Zaz‘uz‘> - < E aiui7u> + Zaiui
€A €A €A

= ||u]|2 — E a; < U, Uy >—Zai< Ui, U >+Zaidi

i€A ~ i€A ~ €A

Vi Vi
2 _ _ _

= [[ul|* + Z (it — aiyi — ;)

€A

’ =|a; =2 —ov |?

]

Mit der soeben bewiesenen Approximationsformel 148t sich nun leicht der
folgende Approximationssatz gewinnen, der zeigt, dafli die Fourierreihe
beziiglich der ||.|| Norm eine optimale Ndherung darstellt.
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Approximationssatz:
Sei (u;)i=o0,... 00 beliebige Orthonormalfolge.

5

Endlicher Fall: Sei A eine beliebige endliche Indexmenge, so stellt die end-
liche Fourierreihe beziiglich der Orthonormalfolge (u;)i=0.... 00

Up = Z < U, U; > Uy = Z%ui
€A €A

unter allen Linearkombinationen ), , c;u; die beste Approximation
von u dar. Auflerdem gibt es keine weitere beste Approximation. Es
gilt die Approximationsformel:

[lu—wall? = llull =Y bl

i€A

Unendlicher Fall: Die unendliche Reihe

o0 (o]
u* = E < u,Uup > U = E it
=0 =0

ist konvergent und wird Fourierreihe von u beziiglich der Orthonor-
malfolge (u;)i=0,.. 0o genannt. Fiir die so definierte Fourierreihe u*
gilt, wie im endlichen Fall

[e.e]
llu = w12 = lull = ) il
=0

sowie
o0
<u—utu >=<u,u; > — < ut up >= — Zvj <wuj,u; >=0 Vi
j=1
Beweis:

Endlicher Fall: Fiir die Norm der Differenz zwischen dem zu approximie-
renden Element u und der endlichen Fourierentwicklung u4 gilt

Approximations-

llu—wal® "2l =Y bl

€A
< lul|* = Z vil® + Z log — 7i|? falls a; # ; fiir ein i € A
€A i€EA
Approximations- 2
formel
- U= Z Qi
€A

Unendlicher Fall: Da 0 < |ju — ual* = ||u||* = X ,c4 [%]? gilt, haben
alle endlichen Summen ", , |y;|* die obere Schranke ||u|[%. Die Reihe
>0 [il? ist somit konvergent. Fiir die Differenz der g-ten und p-ten
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. . . . 2 _ NP .
Teilsumme der Fourierreihe erhélt man somit |[sq — sp||* = bl %

2
Da >°2°, |7:|? konvergiert gibt es zu jedem e > 0 einen Index N, der-
art daf Zgﬂ |vi|? < & ¥p,q > N gilt. Es gilt somit Ve > 0 3N :
l|sq — sp|| < € Vg,p > N. Die Teilsummen der Fourierreihe bilden
somit eine Cauchyfolge. Da H vollsténdig ist, konvergiert die Fourie-
reihe dann gegen ein Element u* € H. Die Approximationsformel fiir
den unendlichen Fall erhélt man durch Grenziibergang in der Appro-

ximationsformel fiir den endlichen Fall.
O

Bemerkung:
Die Koeffizienten der Fourierreihe sind vollig unabhénig von der Indexmenge
A.

Bisher wurde also gezeigt, wie man, wenn man eine Orthonormalfolge ge-
geben hat, die Koeffizienten der Reihe zu wéhlen hat, um eine Bestappro-
ximation beziiglich ——. zu erhalten. Als néchstes stellt sich nun auf
natiirliche Weise die Frage, wann nun gar v = u* gilt. Um diese Frage-
stellung beleuchten zu kénnen, wird sich der Begriff der vollsténdigen Or-
thonormalfolge, der hier als néchstes definiert werden soll, als notwendig
erweisen.

Definition (vollstindige Orthonormalfolge)

Eine Orthogonalfolge (u;)i=0,....0o heiBt vollstindige orthogonale Folge, wenn

g

aus < u,u; >=0Ve=0,...,00 folgt u = 0.

Der Bergriff der vollstdndigen Orthogonalfolge stellt ein einfach zu handha-
bendes Kriterium dar, das sagt, wann die Fourierreihe gegen das zu appro-
ximierende Element konvergiert. Es gilt der

Darstellungssatz:

Ist (i)i=1,.. 00 vollsténdige Orthogonalfolge, so 148t sich jedes Element u €
H durch seine Fourierreihe darstellen:

0o
u = E < U, U; > Uj.
=0

Beweis: Aus dem unendlichen Fall des Approximationssatz ersieht man, daf

<u—utu; >=0Vi=0,...,00 gilt. Da (u;)i=0,...,00 Dach Voraussetzung
vollstandige Orthogonalfolge ist folgt nach Definition u — u* = 0, also die
Behauptung. O
Bemerkung:

Im Hilbertraum Lo(0,k2%) mit dem Innenprodukt < w,v >g:=
k2 g

Jo " u(t)o(t)dt ist ﬁ(%,cost, sint, cos 2t,sin 2t,...) ein vollstindiges

Orthogonalsystem. Somit 148t sich jedes Element u € LQ(O,k%) durch

seine Fourierreihe darstellen.
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